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Motto: Matematik dokdZe vyriesit’ vsetko, co sa dd, tak ako treba.
InZinier dokdiZe vyriesit’ vsetko, Co treba, tak ako sa da.

Hlavnym cielom vyucovania matematiky je rozvinutie zndmych rozumovijch schopnosti;
medzi tymito schopnostami intuicia vobec nie je najmenej cennd.

Vdaka nej ostdva svet matematickyjch obrazov v kontakte s redlnym svetom;

a hoci sa ¢istd matematika dokiZe bez nej zaobist, je vZdy potrebnd, aby preklenula priepast,
oddelujiicu symboly od redlneho sveta. K nemu sa bude neustdle obracat’ praktik,

a ved na jedného Cistého geometra pripadd sto praktikov.

Poincaré, Veda a metéda ( , ).

Predslov

Zda sa, ze stadium chaotického spravania sa roznych deterministickych
dynamickych systémov sa stalo v poslednych desatrociach jednou z dole-
zitych oblasti vedeckého vyskumu. Cim d’alej tym viac sa vyjastiuje, Ze cha-
otické spravanie nie je nie¢im zvlastnym —je to typicka vlastnost’ mnohych
systémov. Bolo objavené napriklad v periodicky stimulovanach srdcovych
bunkéch, v elektronickych obvodoch, pri vzniku turbulencie v kvapalinach
a plynoch, v chemickych reakcidch, laseroch a pod. ( , )-
Preto je zrejme zakonité, Ze bol predmet ,Chaos” zaradeny aj do uceb-
nych osnov na Fakulte elektrotechniky a informatiky Technickej univerzity




v Kosiciach ( , )- Na druhej strane bolo dost’ ndhodné, ze
jeden z autorov dostal moZnost’ viest’ tento predmet. Treba povedat) ze tym
nebol nijako nadseny, pretoZe si od zaciatku uvedomoval, Ze jeho znalosti
v tejto oblasti sti zna¢ne nesystematické a ttrzkovité.

Najskor uvaddzame zaklady tedrie systémov diferencidlnych rovnic,
ktoré umoZznia pochopit’ tvodné pojmy jednoduchych spojitych dynamic-
kych systémov. Zaklady tedrie iteraénych procesov (metrické priestory,
konvergencia, Banachova veta o pevnom bode) zasa umoZznia Studentom
pochopit’ zvlastnosti itera¢nych procesov, popisujticich dynamiku diskrét-
nych dynamickych systémov. Itera¢né procesy nas dovedui az ku fraktalom.

Neustéle je vak treba mat’ na pamiti, ze poddvame len stru¢ny a velmi
zjednoduseny tivod do menovanych oblasti. Ved napriklad $tadium tedrie
dynamickych systémov by si iste vyZiadalo niekolkosemestrovu pripravu.
Navyse aj tomu by muselo predchadzat’ stadium niekol'kych dalsich pred-
metov. Napriek tomu vSak verime, Ze aj v tejto zjednoduSenej verzii budu
predkladané poznatky pre Studentov uZzitocné a pomoé6zu im ziskat” za-
kladnd intuiciu v tejto zaujimavej oblasti vedeckého poznania. Verime, Ze
im nasa knizka ulahéi stadium d'alSej literatary. Mnohé pojmy su lepsie a
presnejsie popisané v knihe ( , ), 0 ktorej sme sa
dozvedeli aZ po napisani tejto knizky. Zvedavy ¢itatel tam najde mnoZstvo
zaujimavej informécie.

Chceli by sme sa podakovat’ vetkym, ktori prispeli ku vzniku a su-
tasnému vzhladu tejto ucebnej pomocky. Predovsetkych doc. Viktorovi
Pir¢ovi, ktory navrhol, aby sme novy predmet pripravili. Upozornil nés aj




na niektoré nedostatky v texte. Sme vda¢ni vetkym posluchacom, ktori
ako prvi trpezlivo absolvovali prednasky a cvicenia, ktoré boli ¢asto v dost’
surovom stave. Z nich najmd Radovan Ondas pozorne precital prvy variant
skript a upozornil na viaceré chyby. Dakujeme tieZ kolegovi doc. Alexan-
drovi Hag¢akovi a zvlast’ dr. Ladislavovi Sevéovicovi, ktory knizku preéital
tradi¢ne vel'mi pozorne.

Doc. Jalius Csonté absolvoval hospitacie prakticky na vsetkych pred-
naskach, jeho pripomienky ndm spolu so Studentmi pomohli mnohé su-
vislosti lepsie pochopit’. Obzvlast’ si cenime jeho pomoc pri organizovani
cviceni, jeho namety prispeli k tomu, Ze ich napli bola praktickejsia aj zauji-
mavejSia. Sme radi, Ze sa objavila pekna a zaujimava kniZka , Umely Zivot”
( ’ ) http://alife.tuke.sk, ktorej naplil sa prelina
s niektorymi ¢astami tejto ucebnice a verime, Ze diskusie na hospitacidch
aspon trochu prispeli k jej napisaniu rovnako, ako rady pana docenta pris-
peli ku skvalitneniu tejto uc¢ebnice. Pan doc. Csont6 sa spolu s dr. Milanom
Stehlikom podujali napisat’ recenzie, za ¢o im patri naga vdaka i uznanie.

Vsetci vysSie menovani prispeli k tomu, Ze sa pocet chyb rapidne zmen-
Sil. Ak nejaké ostali, odpovednost’za to nesti v plnej miere autori. Prajeme
vietkym Citatelom prijemné chvile stravené s touto knizkou a te$ime sa na
kritické pripomienky, ktoré nam mozu zasielat’na adresy Jan.Busa@tuke.sk
a hnatic@saske.sk.

Kosice, april 2004 Jan BusSa a Michal Hnati¢
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Ante mare et terras et, quod tegit omnia, caelum
Unus erat toto taturae vultus in orbe,

Quem dixere Chaos, rudis indigestaque moles

Nec quicquam nisi pondus iners congestaque oedem
Non bebe iunctarum discordia semina rerum.

Ovidius. Metamorfozy 1,5.

Uvod

Slovo ,,chaos” pochadza z gréckeho , xaol”. Spociatku toto slovo ozna-
¢ovalo nekonecny priestor, existujtci predtym, ako sa objavilo vSetko
ostatné. Rimania interpretovali chaos ako surovi beztvard hmotu, do
ktorej vniesol Tvorca poriadok a harmoéniu. V sti¢asnosti chdpeme chaos
najcastejsie ako stav neporiadku a nepravidelnosti ( , )-

V tejto ucebnej pomocke sa budeme venovat’ dynamickym systémom (spo-
jitym aj diskrétnym ( ; )), ktorych sprévanie je v Case determi-
nistické, teda existuje pravidlo, kroré urcuje stav systému v budticnosti na
zéklade zadanych zaciato¢nych podmienok (zaciato¢ného stavu). Hoci by
sa dalo o¢akavat, Ze spravanie takychto stistav nebude chaotické, Henri Po-
incaré uz v roku 1882 zistil, Ze v niektorych mechanickych systémoch' sa

1V systémoch, ktorych evoldciu definuja Hamiltonove rovnice.




moze objavit’ chaoticky pohyb. Tento poznatok ostal dlhti dobu nedoce-
neny, az kym v roku 1963 meteorolég E.N. Lorenz neukazal, Ze dokonca
jednoduchy systém troch diferencialnych rovnic prvého radu moze viest’
k aplne chaotickym trajektéridm. Rozvoj tedrie deterministického chaosu
bol priamo stimulovany problémami na poli fyzikdlneho, chemického a
biologicko-lekarskeho vyskumu ( , ), objavuju sa apli-
kacie v spolocenskych vedach.

Nutnou — ale nie postacujticou — podmienkou vzniku chaotického spra-
vania je nelinearita dynamického systému. Chaotické spravanie nemusi byt’
dosledkom vonkajsieho Sumu (napr. Lorenzov systém je autonémny) ani
neurcitosti spojenych s kvantovou mechanikou. Skuto¢nou pri¢inou ne-
pravidelnosti je, Ze trajektorie niektorych nelinedrnych systémov sa od
seba exponencialne rychlo vzdaluju — dve trajektorie, ktoré boli v urc¢itom
¢asovom okamziku ,blizke”, sa rychlo rozchddzaja. Ak chceme takéto tra-
jektorie predpovedat’ na dlhsiu dobu, musime zvysit’ presnost’ zadania
vstupnych tdajov. Dokonca aj taky ,jednoduchy a silne deterministicky”
systém ako je slne¢na ststava sa nevyhne deterministickému chaosu (

, ). Vyraznii citlivost’ na zmeny zaciatocnych podmienok, ktora je jed-
nym z rysov deterministického chaosu, nazval Lorenz efektom motijla, ktory
mavnutim kridel (mal4d zmena podmienok) spdsobi tornado (vyrazne sa
zmeni konecny stav).

Hoci pre chaotické dynamické systémy nedokazeme predvidat’ich stav
po dostato¢nom dlhom ¢asovom obdobi, ukazuje sa, Ze trajektérie sa mozu
s Casom priblizovat’ k podmnoZindm, zaberajtacim len mala ¢ast’ fdzového




priestoru, tzv. atraktorom. Tieto, ako napriklad Lorenzov ,podivny atrak-
tor”, mozu mat’ fraktilnu (samopodobnt) $trukttru, ked pri postupnom
zvacsovani ich zobrazeni sa menSie casti ,podobaji” na vacsie. Mnohé
prirodné objekty maja vlastnost’ (pribliznej) samopodobnosti. Na ttito frak-
talnu geometriu prirody nas upozornil Benoit B. ( ). Preto sa
tiez budeme venovat’ teoretickym zékladom fraktélov, fraktalnej dimenzie
a ich stivisom s dynamickymi systémami.




Data aequatione quotcunque fluentes quantitae
involvente fluxiones invenire et vice versa.

Je uZitocné riesit’ diferencidlne rovnice.

Newton ( b ).

1. Systémy diferencidlnych rovnic

Dynamika spojitych dynamickych ststav sa popisuje pomocou ststav
nelinedrnych rovnic, ktoré sa najcastejSie daji zapisat’ v tvare normalnych
sustav prvého rddu. Nasledujuca kapitola poskytne prehlad zakladnych
pojmov a pristupov v tejto oblasti.

Uvazujme nasledujtci normdlny systém diferencidlnych rovnic 1. radu:

d

% - xlzfl(tlx1/x2/"'/xn)/

de .

-5 — X2 :fZ(tlxlleI---/xﬂ)/ (1)
dt

dx .

= Xn = fu(t X1, X2, ..., Xn),

Poznamka 1.1. Bodkou nad x budeme oznacovat’ derivéaciu x(t) podla ¢
— Casovu derivaciu.




Tento systém (1) mdZeme zapisat’ vo vektorovom tvare nasledujiicim
sposobom:

x = f(tx), 2)
kdex(t) = (x1(f), x2(t), ..., xn(t))Tje stipcovy vektor funkcif x;(t) a vektor

f(t,x) = (fi(t,x), fa(t,x),..., fult, x))T je stipcovy vektor funkcii f;(t, x),
i=1,2,...,n.

Dalejbudeme predpokladat’, ze vetky funkcie f; a ajich parialne deriva-
cie podl'a premennych x; st spojité na nejakej otvorenej mnozine I' C R+

Definicia 1. RieSenim sustavy (1) sa nazyva systém (vektor) spojitych
funkcii x; = @;(t),i =1, ..., n, definovanych na intervale t; < t < tp a
vyhovujtcich ststave (1).

Pozniamka 1.2. Interval (f1,fy) sa nazyva definicnyjm intervalom rieSenia,
mozné st aj t; = —oo, resp. tp = oo.
Za uvedenych podmienok plati nasledujtica veta.




Veta (o existencii a jednoznac¢nosti rieSenia). Pre kazdy bod (¢, X1y,
X2y, - -+, Xny) € T existuje jediné rieSenie

x; = @;(t), i=1,...,n,

sustavy (1), definované na urc¢itom intervale, obsahujticom bod t( a vy-
hovujtice podmienkam

xi, = @i(to), i=1,...,n.
Dokaz. MozZete ho néjst’ napriklad v knihe ( , )- ]

1.1. Linedrne systémy s konStantnymi koeficientmi

V tomto oddieli stru¢ne popiSeme postup rieSenia najjednoduchsich stistav
diferencialnych rovnic, a to ststav linedrnych diferencialnych rovnic s kon-
Stantnymi koeficientmi. Podrobnejsi popis na elementarnej tirovni moZete
najst’ v skriptéach ( )-

V pripade, ak vSetky funkcie f; v (1) zavisia od premennych x; lineérne,




zo systému (1) sa stdva linearny systém diferencidlnych rovnic:

X1 = an(t)xl + alz(t)xz —+ -4 aln(t)xn + bl(f),
Xo = ap(H)xg +app(B)xa+ -+ ax,(t)x, + ba(t), (3)
Xp = anl(t)xl + Ean(t)XQ +--- 4+ ann(t)xn + bn(t)-

V pripade, ak navyse koeficienty a;;(t) matice A(t) nezavia od ¢, hovorime
o systéme s konstantnymi koeficientmi:

x = Ax+b(t). 4)

Stlpcovy vektor b(t) sa nazyva prava strana. Vieobecné rieenie (4) sa
da podobne ako v pripade ststavy (3) zapisat’ v tvare

x(#) = xo(t) +x7(t), ®)

kde x¢ (t) je vSeobecné riesenie systému s nulovou pravou stranou (alebo tiez sys-
tému bez pravej strany, resp. homogénneho systému) a x*(t) je partikulirne
riesenie systému s pravou stranou (alebo tiez ¢iastkové).

Ak budeme hladat’ rieSenie x((t) v tvare

xo(t) = Mo, (6)

dostdvame po dosadeni z (6) do (4) a vykrateni kladného eM maticova
rovnicu
Av = Av




alebo
(A—AE)v =0, )

kde E je jednotkova matica rddu n. Dostali sme zndmy problém urcenia
vlastnych ¢isel a vlastnych vektorov matice A ( ,

). Z poziadavky nenulovosti vektora v (trividlne rieSenie je nezauji-
mavé) vyplyva, Ze vlastné c¢isla A musia byt’ rieSenim charakteristickej
rovnice

0 =det(A — AE) = (—1)"A" +a, (A" 1 4+ +a1A + ay. (8)

Charakteristicka rovnica (8) je algebraickd rovnica s redlnymi koefi-
cientmi (v pripade realnych systémov, ktoré uvazujeme). Ma n komplex-
nych korernov, pricom neredlne korene vystupuju vzdy ako komplexne
zdruZzené dvojice. St moZzné rdzne nasobnosti koreriov. Kazdému jednodu-
chému vlastnému ¢&islu odpoveda vlastny vektor, v pripade komplexnych
vlastnych ¢isel maja komplexné zlozky aj vlastné vektory. V pripade vys-
ej nasobnosti moze byt pre nesymetrické matice potrebné hladat’ dalsie
rieSenia v tvare

xo(t) = M (Fos+ - +tvg +vp), )

kde s je ndsobnost’ vlastného ¢isla a vektory v;_1, . .., g st tzv. zovSeobec-
nené vlastné vektory alebo tieZ vektory pridruzené k vlastnému vektoru
vs. PodrobnejSie informacie najdete v skriptach (

7 )'




Priklad 1. Ur¢me vSeobecné rieSenie linedrnej ststavy diferencidlnych
rovnic s konstantnymi koeficientmi bez pravej strany:

X1 = 2x1 + 2xo,

Xy = 3x1 + 3xp. (10)

2—-A 2
3 3-A

RieSenie. VypiSeme charakteristickii rovnicu ‘ = 0 a dosta-

vame
A2 51 =0 = AM =0, A =5.

Pre Ay = 0 budeme hladat’ vlastny vektor v tvare v; = (ag, B1)T.
RieSime stistavu rovnic

200 +2B1 =0,
31 +3B31 =0,
¢o strucne zapiSeme ako
2 210
3 3/0]°

Dostavame vlastny vektor v; = (1, —1)T.
Pre A, = 5 rieSime ststavu rovnic

-3 210
3 =20}’

odkial dostdvame vlastny vektor v, = (2,3).




Zaver: Vzhladom na linearitu sustavy (10) je jej véeobecnym rieSenim

%(t) = C1 { B } +C2{§]e5f,

kde C; a C; st I'ubovolné realne konstanty.

Priklad 2. Uréme vSeobecné rieSenie diferencidlnej rovnice druhého
radu: 0+0=0.

RieSenie. Najprv prepiSeme rovnicu druhého rddu na systém 1. radu.
Pouzijeme nasledujtci $tandardny postup: oznaéime 6(t) = x;(t) a tiez
0 = X1 = x(t). Potom bude x, = 6. Dostaneme systém

X1 = X,

X‘z = —X1. (11)

1

i e . —A )
VypiSeme charakteristickti rovnicu 1 2 ‘ = 0 a dostdvame

A+1=0 = A =1, Ay = —i.
Pre A; = irieSime ststavu rovnic
—i 110
-1 —i|0 |’

odkial dostavame vlastny vektor v; = (1,i)7.




Pre Ay = —irieSime stistavu rovnic

i 1]0
-1 i]0 |’
T

odkial dostdvame vlastny vektor v, = (1, —i)".

Uloha 1. Dokézte, Ze vektor komplexne zdruZeny ku vlastnému vek-
toru, odpovedajiicemu neredlnemu vlastnému c¢islu redlnej matice, je
vlastny vektor, odpovedajtici komplexne zdruZenému vlastnému ¢islu.
[ ]
Nie je ndhoda, Ze vlastné vektory stt komplexne zdruZzené, rovnako ako
vlastné ¢isla. Ale to eSte nie je vSetko. Z dvoch komplexnych rieseni, ktoré
su tieZ komplexne zdruzené, vytvorime ich linedrnym kombinovanim (na-
Stastie rieSime linearny systém) dve nové redlne rieSenia.

Uloha 2. Dokazte, ze komplexné zdruZenie rieSenia linedrnej stastavy
bez pravej strany je tieZ rieSenim. °

Teraz sme uZ pripraveni ukoncit’ rieSenie prikladu. Dostdvame

= ) =[]
sy (3] A =[]




Zaver: VSeobecnym rieSenim sustavy (11) je

xo(t) = { cost ] LG { sint }

—sint cost

kde C; a C; st I'ubovolné realne konstanty.
, . oy, a1
Poznamka 1.3. V&imnime si, Ze rieSeniami st x1(t) = Re < e'f { . } } a

a=m {1} |

Priklad 3. Ur¢me vSeobecné rieSenie linedrnej ststavy diferencidlnych
rovnic s konstantnymi koeficientmi bez pravej strany:

X1 = —3.X'1 — X2, (12)
J'Cz = X1 — X»p.
-3-A -1

RieSenie. VypiSeme rovnicu

1 1 ‘ = (0 a dostdvame

M 44r+4=0 = Ao = —2.

Pre A1 ; = —2 rieSime ststavu rovnic

-1 -110
1 1/0 |




odkial' dostdavame vlastny vektor v; = (1,—1)T. Ked%Ze koreti je dvojna-
sobny a ziskali sme len jeden vlastny vektor, uréime pridruZeny vektor p»
k vektoru v1 = (1, —1)T, ktory zapiSeme na pravd stranu ststavy. Rie§ime
teda stistavu rovnic
-1 -1| 1
e

odkial' dostdvame pridruzeny vektor p, = (—1,0)T (druhd zloZzku sme
zvolili nulov).
Zaver: VSeobecné rieSenie sustavy (12) je

wv={a[ 4]+l 3)}

kde C; a C; st I'ubovolné realne konstanty.

Uloha3. Dosadenim overte, Ze vektor
x(t) = {t { _i ] + l _(1) ] }e_Zt je rieSenim sustavy (12). °

Poznamka 1.4. V pripade nasobnych koreriov charakteristickej rovnice
moZu nastat'rdzne situdcie. Napriklad pri trojndsobnom koreni mdZzu exis-
tovat’ tri nezavislé vlastné vektory, alebo dva nezévislé vlastné vektory a
vektor pridruzeny k jednému z nich, alebo jeden vlastny vektor, ku kto-
rému je pridruZeny dalsi vektor, ku ktorému je priduzeny este jeden vek-
tor. V tomto poslednom pripade vzniknd rieSenia tvaru (9), ktoré obsahujt
¢leny t, resp. t2.




1.2. Stabilita rieSeni diferencidlnych ststav

Pojem stability zaujima vyznamné miesto v tedrii i aplikdciach diferen-
cidlnych rovnic. Predstavme si nejaké technické zariadenie s dynamikou
popisovanou diferencidlnymi rovnicami, ktorého téelom je udrziavat’ ne-
jaka stavovi premennti v okoli Zelanej hodnoty (napriklad pocet otacok
motora). Predpokladajme, Ze sa systém nachadza v staciondirnom (nemen-
nom) stave, ked’ sa uvaZovana stavovad premenna nemeni. Zmena von-
kaj$ich podmienok mdZe spodsobit’ drobnt vychylku tejto premennej od
stacionarnej hodnoty. Co sa bude diat’ dalej? V principe st mozné dva za-
kladné rezimy: a) ,,systém sa snazi” uviest’ stavovi premennti na pévodnu
hodnotu — hovorime o asymptotickej stabilite; b) hodnota stavovej pre-
mennej sa vzdaluje od podvodnej hodnoty — hovorime o nestabilite stistavy.
Jasné je, Ze z technického hladiska je nestabilita ,,8kodlivy jav” a pri navrhu
systémov je potrebné skimat’ podmienky stability. Ako priklad uvedme
eSte hojdacku. Tato mé dve staciondrne (rovnovazne) polohy: a) v dolnej
tvrati drobné odchylky spdsobujtt ndvrat do povodnej polohy (kvoli tre-
niu) — tato poloha je asymptoticky stabilnd; b) v hornej tvrati spdsobia
drobné odchylky prechod do dolnej rovnovaZznej polohy, systém sa nevrati
do povodného stavu — tdto rovnovazna poloha je nestabilna. Ak by bolo
mozné uvazovat’ hojdacku bez trenia, potom by odchylka spodného bodu
sposobila netlmené kmitanie — amplittida odchylky by sa nezvacsovala —
vtedy hovorime o stabilite.

Dalsi zaujimavy priklad je uvedeny v knihe ( , ). Ak si
vSimneme kyvadlové hodiny, v zavislosti na pociato¢nej odchylke kyvadla




nastavaju dva pripady. Ak je odchylka mal4, kyvadlo sa po chvilke zastavi.
moZeme pokladat’ za staciondrny, ¢o odpoveda periodickému rieSeniu sa-
stavy. MoZeme povedat) Ze hodiny maja dve ,staciondrne rieSenia”, ktoré
st v istom zmysle stabilné.

Prejdime k presnej definicii stability rieSenia diferencidlneho systému
podla Ljapunova.

Definicia 2. Rie$enie x(t) systému (1) sa nazyva stabilné podla Ljapu-
nova préave vtedy, ak

1) existuje také 69 > 0, Ze pre kazdé 6 < &y pre vSetky hodnoty zg, pre
ktoré plati | zg — x(to)|| < & existuje rieSenie z(t) systému (1) vyhovujtice
zaciato¢nej podmienke z(ty) = z, definované pre t > ty a ak

2) pre kazdé ¢ > 0 existuje 6(¢, tg) > 0 také, Ze pre kazdé rieSenie z(t)
systému (1) z podmienky ||z(ty) — x(t9)|| < & vyplyva pre vsetky t > f
splnenie podmienky ||z(t) — x(t)|| < e.

Poznadmka 1.5. |[|x|| je norma alebo velkost’ vektora x. V n-rozmernom
priestore st vSetky normy ekvivalentné, preto nie je podstatné aki normu
pouZijeme.

Definicia 3. RieSenie x(t) systému (1) sa nazyva asymptoticky stabilné
prave vtedy, ak je stabilné a navyse existuje 6; > 0 také, Ze pre kazdé
rieSenie z(t) systému (1) z podmienky ||z(tg) — x(to)|| < &1 vyplyva
splnenie podmienky tlir?o |z(t) — x(#)|| = 0.




Poznamka 1.6. Stabilita teda znamen4, Ze odchylka sa nebude zvac¢Sovat’
mimo povolené hranice, asymptotické stabilita navySe zabezpeci ndvrat ku
povodnému rieSeniu.

1.2.1. Stabilita rieSeni linearnych systémov

V pripade linedrnych systémov je vyskum stability podstatne jednoduchsi
ako v pripade nelinearnych.

Veta (o stabilite rieSeni linedrnych systémov). KaZzdé rieSenie linear-
neho systému (3) je (asymptoticky) stabilné prave vtedy, ak je (asympto-
ticky) stabilné nulové rieSenie linearneho systému (3) s nulovou pravou
stranou.

Dokaz. ZapiSme najskor podmienku stability nulového rieSenia linearnej
stistavy bez pravej strany (zrejme plati 0 = A(t)0):

Ve>035>0: Vau(t), i = A(t)u : |[u(te)|| < 6 = |[u(t)] < &, ¥Vt > to.

UvaZujme teraz dve rieSenia (3) — x(t), ktorého stabilitu skimame a lubo-
volné z(t), uvazované v definicii stability. Plati

x=A(t)x+b(t) AN z2=A(t)z+b(t),
a preto na zdklade linearity po odréatani rovnic dostaneme

(z—x)=A(t)(z — x).




Oznaéme u(t) = z(t) — x(t) a uvazujme rovnaké ¢ a 6 v definicii stability aj
v definicii stability nulového rieSenia. Ak je rieSenie (3) x(t) stabilné, potom
plati implikacia

|z(t0) — x(to)|| < & = |[|z(t) —x(b)|| < e, Vt > to,
teda plati implikacia
[u(to)[| <6 = [lu(t)]l <e, Vt >t

¢o znamend, Ze nulové rieSenie (3) bez pravej strany je stabilné. KedZze
posledne dve uvedené implikécie st ekvivalentné, plati aj opa¢na tivaha.
Ak je nulové rieSenie homogénneho systému stabilné, je stabilné aj rieSenie
x(t) systému (3) s pravou stranou.

Podobne sa d4 dokazat’ aj ekvivalencia asymptotickej stability. ]

Podmienky stability linedrnych ststav s konStantnymi koeficientmi
typu (4) st preskiimané najlepsie. Spomerime si, aky tvar m6Zu mat’jednot-
livé rieSenia (4) bez pravej strany a uvazujme stabilitu nulového rieSenia.
RieSenie (4) s nulovou pravou stranou je linedrna kombin&cia rieSeni tvaru

xo(t) = e (Fos+---+tvg+09), (13)

Ak niektoré vlastné ¢islo A ma kladnta redlnu zlozku, potom rieSenie
xp(t) neohranicene rastie a nulové rieSenie nemdze byt stabilné. Naopak,

, 4 2 Ys ., P y 2 v G 7
v pripade, ak vSetky vlastné ¢isla A majt zaporni redlnu zlozku, velkost




rieSenia x((t) klesa k nule (¢leny t* rastt pomalsie, ako klesa exponenta) a
teda nulové rieSenie je asymptoticky stabilné. Na stabilitu ostdvajta pripady,
ak sa redlne zlozky niektorych vlastnych hodnét dostant na imaginarnu
os. V tom pripade modZe (ale nemusi) nastat’ nestabilita len v pripade né-
sobnych koreriov s nulovou redlnou zlozkou.

Vidime, Ze otdzka stability linearnych stistav sa transformuje na otazku,
aké reélne zlozky maju vlastné &isla matic a je ista $anca, Ze odpoved na ttto
otazku moZeme dat’ bez vypoctu vlastnych ¢isel len na zdklade skiimania

vlastnosti charakteristickej rovnice, resp. charakteristického polynému.

Pozndmka 1.7. Ak mame poruke MATLAB, nasledujtce vety, ktoré vyuZzi-
vaju vlastnosti charakteristickych polynémov, nemusime studovat’ Prikaz

roots([ay,a;_1,...,22,21,a9])

nam poskytne vSetky korene polynému s uvedenymi koeficientmi.

Veta (o0 nutnej podmienke asymptotickej stability). Nech vSetky ko-
rene polynému n-tého stupna (a, # 0, n > 0) s redlnymi koeficientmi

P(A) = apA" + a, A" 4 apA? A+ g
maja zaporné realne zlozky. Potom plati
g1 - ag >0 pre vsetky k=0,1,...,n—1.

Pozndmka 1.8. Z tvrdenia vety vyplyva, Ze ak je systém asymptoticky
stabilny, musia byt” vSetky koeficienty jeho charakteristického polynému




kladné alebo musia byt’ vSetky zaporné.
Dékaz. Zapisme rozklad polynému P(A) na sucin korefiovych ¢initelov
nad polom C:

P(A) = an(A— A1) (A = Ap)*2 - - (A= A)¥,

kde A; € C,prekazdéi=1,2,...,saky+ky+ - - +ks =n.

Pre reélne A; musi byt A; < 0 a preto vyraz (A — A;) aj vyraz (A — A;)F
obsahuji okrem parametra A len kladné koeficienty (napr. ak A; = —3,
bude (A — A;)?2 = (A +3)2 = A2+ 6A+9).

Ak je koreriom polynému neredlne komplexné ¢islo so zdpornou real-
nou zlozkou, je koreriom s rovnakou ndsobnostou aj komplexne zdruzené
¢islo. Zjednotime teda nereédlne korene do dvojic komplexne zdruZenych.
Dostaneme vyrazy

A= 2A)A= A1) = (B = A+ MDA+ AAT) = (A2 = 2ARe ; + [A;]2).

Tieto vyrazy a ich Iubovolné prirodzené mocniny obsahujti okrem para-
metra A len kladné koeficienty (napr. ak A; = —5 + 2i, bude vyraz (A —
Ai)(A = AF) = A% + 107 + 29).

Ked' vsetky vyrazy v rozklade na koreiiové ¢initele prendsobime, ziska-
me vyraz so vSetkymi koeficientmi pri mocnindch A kladnymi. Koeficienty
polynému vznikna z tychto koeficientov prendsobenim a,, a teda vSetky
koeficienty P(A) maju rovnaké znamienko ako a,. n




Poznamka 1.9. Vsimnime si na zdklade dokazu, Ze ak by boli redlne zloz-
ky koreriov nekladné (nulové alebo zaporné), neobjavili by sa koeficienty
srdznymi znamienkami. Preto charakteristicky polyném s r6znymi znakmi
koeficientov sved¢i o kladnych redlnych zloZzkéach vlastnych cisel a teda
o nestabilite.

Priklad 4. Rozhodnime o asymptotickej stabilite linearneho systému (4)
ak vieme, Ze charakteristicky polyném ma tvar
P(A) = (=132 +2A%2 + A+ 1.
Rie3enie. KedZe koeficient a3 = —1 m4 iné znamienko ako ostatné koefi-
cienty, systém je nestabilny.

Pozndmka 1.10. Zial, dokdzana veta nam umozZiiuje prijimat’ len nega-
tivne rozhodnutia (z hladiska stability).




Veta (nutnd a postacujica podmienka asymptotickej stability — Hur-
witzovo kritérium). Nech polyném n-tého stupnia (a9 > 0, n > 0)
s realnymi koeficientmi ma tvar

P(A) = apA" + a, A"+ apA? a4 ag.

Potom realne zlozky vSetkych koretiov polynému P st zdporné prave
vtedy, ak st kladné vSetky diagonalne minory Hurwitzovej matice

a1 4ao 0O 0 0 O 0
as dp 4y Ao 0 O 0
as a4 Aasz dz di 4y 0

. O O O

0 0 0 0 0 0 0 ay

kde diagonéalne minory st

. . a1 4ap 0

1 4o

A =a;, A= 0 Az=|az ap ay |,
5 %2 as a4 4as

Dékaz. Ziaden elementarny a lahko pochopitelny dokaz tejto vety neexis-
tuje. n

Poznamka 1.11. Ak vydelime charakteristicki rovnicu ¢lenom A", do-




staneme novu rovnicu pre 1/A, ktorej koeficienty sa rovnaké, ako koefi-
cienty charakteristickej rovnice, ale st zapisané v opacnom poradi. Ak
A = |A|ela8A tak 1/A = 1/|A|e 1282, Ak je Re A < 0, bude uhol arg A €
(7r/2,3m/2) ale aj uhol 271 — arg A € (7/2,37/2). Teda A a 1/A maju za-
pornt redlnu zloZku stcasne. Preto sa moZeme stretntit’s roznymi zapismi
Hurwitzovej matice.

Priklad 5. VySetrime stabilitu systému, ktorého charakteristicky poly-
noém je
P(A) = A* 4423 +3A%2 + 24 4 1.

RieSenie. Koeficient 49 = 1 > 0. Zostavime maticu podla Hurwitzovho
kritéria:

2100
4 3 21
014 3
0 001

a vypocitame potrebné determinanty:
A=2>0, Ay=2>0, A3=4>0, Ay=4>0.

Systém je asymptoticky stabilny. , Pre istotu” uvedieme aj korene uréené
MATLABom, zapisané na 4 desatinné miesta: —3.2340; —0.6724; —0.0468 +
0.6765i; —0.0468 — 0.6765i.

Pozndmka 1.12. Hurwitzovo kritérium na rozdiel od MATLABu umoZziiuje




vyskum stability stistav s parametrami, ¢o mdZe byt” uzito¢né pri rieSeni
praktickych dloh.

Priklad 6. Uré¢me podmienky, pri ktorych je nulové rieSenie diferenciél-
nej rovnice ¥ + 3% + ax + bx = 0 stabilné.

RieSenie. Hoci sme diferencidlnu rovnicu vyssSieho rddu doteraz neuva-
dzali, na tomto mieste len povieme, Ze riegenie x(t) hfadame v tvare e*! a
jej charakteristickd rovnica je A> +3A% +aA + b = 0. Jedna z podmienok
je ap = b > 0. Na vyskum stability nulového rieSenia dalej vypocitame
hlavné minory matice

’ A1=a, A2:3a—b:A3.

—Q O

b
3
0

O = QX

Teda musi platit’ sac¢asne b > 0,a > 0a 3a —b > 0, ¢o sa da zjednodusit’
natvar3a > b > 0.

Uloha4. Uréte podmienky stability systému s charakteristickou rovni-
couA?+aA+b=0. .

Uloha 5. Uréte podmienky stability systému s charakteristickou rovni-
cour +aA3+4A24+bA+1=0. .

Dalsie priklady najdete napriklad v zbierke ( , )-




Pozndmka 1.13. Existuju dalsie elegantné kritérid (napr. kritérium Mi-
chajlova), ktoré umoznuji rozhodnut’ o asymptotickej stabilite. Na tomto
mieste vSak v tejto otdzke budeme preferovat’ MATLAB.

1.2.2. Stabilita nelinearnych stistav

Ako sme uz uviedli vyssie, spravanie dynamickych systémov, popisova-
nych nelinedrnymi diferencialnymi rovnicami moéZze byt’ omnoho zloZitej-
Sie (ale zaroven nastastie aj omnoho rozmanitejsie) ako spravanie lineér-
nych systémov. Tomu odpovedé aj zvySend naroc¢nost’ vyskumu stability
rieSeni nelinearnych sustav.

Na tomto mieste uvedieme len zdkladné metddy vySetrovania stability
rieSeni nelinedrnych ststav. Tejto problematike je venovana zna¢na pozor-
nost’ napr. v skriptach ( , ), kde najdete aj stvis s praktickymi
tlohami, vznikajicimi v tedrii automatického riadenia.

Pre jednoduchost’ budeme uvazZovat’ v tejto casti len autonémne neli-
nedrne systémy, pre ktoré rovnice (1) a (2) neobsahuja explicitnt zavislost’
na case. Teda budeme uvaZovat’ systémy tvaru

%= f(x). (14)

Pozndmka 1.14. Autonémne systémy sa casto uvazuju v aplikdciach. Ak
za rovnakych podmienok uvedieme nejaky technicky systém do prevadz-
ky, o¢akavame, Ze jeho dalsie spravanie nebude ovplyvnené tym, ¢i sa tak




stalo napriklad o 6smej hodine rdno alebo tesne pred polnocou. Prave tato
nezavislost’ na case je charakteristickd pre autonémne systémy, ktorych
stavy sa vSak v ¢ase menit’ mézu. Autonémny systém sa zmeni na neauto-
némny, ked vezmeme do tivahy vonkajsie podmienky, ovplyviiujtce chod
systému.

V systémoch (14) hraja zaujimavi a doleZitt dlohu tzv. staciondrne
(alebo tieZ rovnovazne, singuldrne, pevné) rieSenia x*(t) = x*, pre ktoré
plati

f(x') = 0. (15)
Ak sa totiz systém v ur¢itom ¢asovom okamihu ¢y dostane do stacionarneho
stavu — x(ty) = x* — tak vzhladom na to, Ze bude platit’ x(t) = 0, zotrva
systém v tomto stave (autonémny systém vecne; ,redlny autonémny” sys-
tém, ktory je neustéle vystaveny vonkaj$im vplyvom len velmi mala chvi-
I'u). Prave stacionarne spravanie technického systému je ¢asto pozadované
a stabilita daného rovnovazneho rieSenia v praxi znamen4, Ze dostato¢ne
malé poruchy, resp. vonkajsie vplyvy, nevyvedu systém z tejto rovnovahy.

Dalej budeme sktimat’ stabilitu rovnovaznych bodov nelinedrnych au-
tonémnych systémov.

Metéda prvého priblizenia

Vzhladom na to, Ze x* je stacionidrny bod, moZzeme za predpokladu
hladkosti funkcii f na zdklade Taylorovej vety pre funkcie viacerych pre-
mennych zapisat’ systém (14) v nasledujticom tvare

% = J [x(f) — "] + [x(t) — 2] R(x) [x(t) — x7], (16)




kde

(Oh A T
dx1 0xy 0xy,
- dx1 0xp 0xy,
fn Ofn . Ofu
L dx1  dxp 0Xn J y—x+

je tzv. Jacobiova matica prvych derivécii jednotlivych rovnic podla jednot-
livych stavovych premennych, poéitanych v staciondrnom bode x* a R(x)
je spojitd vektorova funkcia. V tvare (16) je dobre vidiet, Ze ak je norma
odchylky x(t) — x* mala, va¢sinou hra rozhodujtcu tlohu pre dynamiku
v najblizsich momentoch prvy — linearny — ¢len na pravej strane. Tomu
odpoveda nasledujtca

Veta (Ljapunovova o prvom pribliZzeni). Ak vSetky vlastné hodnoty
matice J systému (16) maji zdporné redlne casti, tak staciondrne rieSenie
x* systému (16) je asymptoticky stabilné; ak mé niektord vlastna hodnota
kladna redlnu cast, potom je rieSenie x* nestabilné.

Dokaz. Ponechame dokaz len na intuiciu &itatela. Druhy ¢len na pravej
strane (16) hra vyznamnejsiu tlohu ako prvy prave v pripadoch hranic-




nych, ked podla Ljapunovovej met6dy prvého priblizenia nemozeme roz-
hodnut’ ani o stabilite ani o nestabilite rieSenia (16). [

Poznamka 1.15. Z praktického hladiska méze byt’ vhodné uskutocnit’
substitaciu z(t) = x(t) — x* a dalej skumat’ stabilitu nulového rieSenia
z(t) = 0.

Priklad 7. VysSetrime stabilitu stacionarnych bodov nelinedrneho auto-
némneho systému
Xp = et — xy,

Xo = —Xx1 + X1 Xp.
RieSenie. Stacionarne body st rieSenim nelinedrnej stistavy rovnic

0=e"1%2 — x,,
0= —x1 + x71 x7.

Druha rovnica ma tvar x1 (x; — 1) = 0, odkial dostavame, Ze bud x; = 0
alebo xp = 1. Po dosadeni x; = 0 do prvej rovnice dostdivame rovnicu
e*2 = xp, ktord nema rieSenie. Teda ostava len druhd mozZnost, x, = 1, pre
ktori z prvej rovnice ziskavame e**! = 1 a teda x; = —1. Systém m4
jediny staciondrny bod x* = (—1,1)". VySetrime jeho stabilitu. Zostavime
maticu prvych derivacii pravych stran a dosadime do nej stacionarny bod.

ex1 “+x9 ex1 +xy 1

- :{1 0}
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Vlastné hodnoty matice J st 1 a —1 a teda na zéklade Ljapunovovej vety
o prvom pribliZeni mo6Zeme konstatovat) Ze stacionarny bod je nestabilny.

J

Poznamka 1.16. V priklade 7 sme mali Stastie, Ze sme dokéazali najst
vSetky rieSenia nelinedrnej stistavy. V praxi je to skor vynimoc¢ny pripad.
Nelinearne stistavy je vdcsinou potrebné riesit” numerickymi metédami,
napr. Newtonovou metédou.

Priklad 8. Vy3etrime stabilitu stacionarnych bodov nelinearneho auto-
némneho systému
*1 = x5 — xp,

Xo = X1 —|—xg.

RieSenie. Podobne ako pri predchddzajicom priklade sa dostaneme ku
rovnici x1 + x? = 0, ktora zapiSeme v tvare xq (1 + xéf) = 0. Tato rovnica
ma jediné reédlne rieSenie x; = 0 a preto mé systém jediny singularny bod
x* = (0,0)T.

]:[3x§ —1} :{o —1]
L 38 lmyr—por L1 0

Vlastné hodnoty matice J st £i a teda na zdklade Ljapunovovej vety o pr-

vom pribliZeni nie sme schopni rozhodnut’ o stabilite alebo nestabilite
stacionarneho bodu.




Uloha 6. Vysetrite stabilitu stacionarnych bodov nelinedrneho auto-
némneho systému (/OB o SR, 1998):

% =In(1—x +x3),

x2:3—~/x%—|—8x2.




Metéda Ljapunovovych funkcii

Ako sme sa presveddili v priklade 8, st pripady, ked na zdklade metody
prvého pribliZzenia nemdzeme rozhodnut’ o stabilite ¢i nestabilite stacio-
narnych bodov. Podstatne silnejsi aparat na vyskum stability nelinedrnych
stistav poskytuje teéria Ljapunovovych funkcii. S ivodom do nej sa zozna-

mime. Tato Cast’ je spracovand podla knihy ( , ),
podstatne viac informécii, najméd o moznostiach konstruovania Ljapuno-
vovych funkcii, ndjdete v skriptéach ( , )-

Definicia 4. Reélna funkcia V: N € R" — R, kde N je nejaké okolie
bodu 0 € R", sa nazyva kladne (zdporne) definitnou v N prave vtedy,
ak V(x) > 0 (V(x) < 0) pre vietky x € N\{0} a V(0) = 0.

Definicia 5. Redlna funkcia V: N C R" — R, kde N je nejaké okolie
bodu 0 € R”, sa nazyva kladne (zdporne) semidefinitnou v N prave
vtedy, ak V(x) = 0 (V(x) < 0) pre vSetky x € N\{0} a V(0) = 0.

Definicia 6. Derivéciu funkcie V: N C R" — R v smere parametricky
zadanej krivky x(t), kde x(t) je rieSenie ststavy (14), budeme nazyvat’
derivicia funkcie V podla rieSenia x. MOZeme ju zapisat’ v tvare

v IV | av .
+..._|__xn.

V[x(t)] = Exl 4F a—xzxz axn




Definicia 7. Funkcia V, ktord vyhovuje nasledujiicim podmienkam:
1. Parciélne derivacie 0V /dx;, i = 1,2, ..., n, existuju a sa spojité,
2. V je kladne definitna,
3. V je zaporne semidefinitna (definitna),

sa nazyva slaba (silnd) Ljapunovova funkcia.

Veta (Ljapunovova o stabilite). Nech systém ¥ = f(x) ma stacionarny
bod v zaciatku stiradnicového systému R”. Ak v nejakom okoli N bodu
0 existuje slaba (silnd) Ljapunovova funkcia, tak bod 0 je (asymptoticky)
stabilny.

Dokaz. Namiesto dokazu len vysvetlime princip, o ktory sa tvrdenie vety
opiera. Na obrazku 1 je znazornena kladne definitna funkcia V(x1,xp) =
x1 —In(1+ x1) 4 x3. Ak by bola jej derivécia podla riedenia nejakého sys-
tému zdporna, znamenalo by to, ze bod x(t) sa s narastajacim ¢asom pohy-
buje v rovine R? takym spdsobom, Ze sa postiva z jednej izolinie na druhd
v smere ich klesania. To ho v8ak nevyhnutne ,priblizuje” ku bodu (0, 0).
Teda rieSenie 0 je asymptoticky stabilné. ]
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Obr. 1: Graf a izolinie funkcie V (x1,x2) = x1 — In(1 + x7) + x3

Priklad 9. VySetrime stabilitu nulového rieSenia systému

5c1 = —2x§’+5x2,
Xo = —3X1 —ng.

RieSenie. Najprv sa pokusime vyriesit’ priklad metédou prvého pribli-

Zenia. | = { 0 , a teda jej vlastné hodnoty st rydzoimaginarne a

5
-3 0
nemoOZzeme rozhodnut” ani o stabilite ani o nestabilite nulového rieSenia.
Skidsme néjst’ Ljapunovovu funkciu v tvare V(x1,x) = ax? +bx3,a > 0,




b > 0. Vypocitame derivaciu na rieseni daného systému:
Vix(t)] =2ax; [-2x3 +5x] +2bxy [-3x; —5x3] =

= —4ax]—10bx5+2x1 x5 [5a — 3b].

Ak zvolime parametre 4, b tak, aby platilo 54 —3b = 0 (napr. a = 3 a
b = 5), bude funkcia V zrejme silnou Ljapunovovou funkciou a teda na
zéklade Ljapunovovej vety o stabilite bude nulové rieSenie asymptoticky
stabilné.

Pozndmka 1.17. VSimnime si, Ze funkcia V(x1,x2) = 3x7 + 5x3 bude
spifiat’ podmienky vety nielen v nejakom dostato¢ne malom okoli N bodu
0, ale v T'ubovolnom okoli. V takom pripade hovorime o asymptotickej
stabilite v celom (vid’ skripta ( : ).

Priklad 10. Pomocou Ljapunovovej funkcie vySetrime stabilitu systému
% — X2,
Xp = X1+ x%.

.’i’l:x

Riesenie. Tento priklad sme uZ riesili metédou prvého pribliZenia, ktoré
na jedinom staciondrnom bode (0, 0)T zlyhala. Sktisme n4jst’ Ljapunovovu
funkciu v tvare V(x1,x) = a x% +b x%, a > 0,b > 0. Vypocitame derivaciu
podla rieSenia daného systému:

Vix(t)] = 2ax1[x5 — x2] + 2bxy[x1 + %3] = 2ax] + 2bx5 + 2x1x5[a — b).




Vidime, Ze v tomto pripade bude pri a = b derivéacia V[x(t)] na rieSeni
kladne definitna (a teda to nie je Ljapunovova funkcia). Obrédzok 1 ndm
pomdZe pochopit, Ze v takom pripade sa pohybujeme po vrstevniciach
smerom od bodu 0 a teda tento bod je nestabilny.

Poznamka 1.18. O nestabilite sme pri rieSeni predchadzajiceho prikladu
rozhodli len na zaklade intuicie. Existuje aj veta o nestabilite, podobna na
Ljapunovovu vetu o stabilite, ale ako pri kazdom negativnom rozhodovani,
vystac¢ime s trochu slabsimi podmienkami.

Veta (o nestabilite). Nech systém * = f(x) ma staciondrny bod v za-
¢iatku stradnicového systému R". Ak v nejakom okoli N bodu 0 existuje
diferencovatelna funkcia V takd, Ze st splnené podmienky:

1. Defini¢ny obor V obsahuje nejaké okolie N bodu 0.

2. V lubovolnom okoli bodu 0 existuje bod x taky, ze V(x) > 0.
3. V(0) = 0.

4. V je kladne definitna.

tak bod 0 je nestabilny.
Dokaz. Je uvedeny v kniZke ( , )- |

Poznamka 1.19. V skriptach ( , 7




OSTERTAGOVA, ) je uvedena znama Cetajevova veta o nestabilite. Tato
umoziiuje dokazat’ nestabilitu aj dalsich pripadoch, ked nie su splnené
podmienky Vety o nestabilite.

Poznamka 1.20. Tahko overite, Ze funkcia V z predchadzajuaceho prikla-
du splita podmienky vety o nestabilite a teda nase intuitivne rozhodnutie
ma pevny teoreticky zéklad.

Priklad 11. VysSetrime nestabilitu systému ( , ):

X = x]+ %3,
Xy = x?ﬁ—x‘z‘.

RieSenie. Metoda prvého pribliZenia nam dava nulovi Jacobiovu maticu.
V tomto priklade by si skiiseny analytik iste v§imol symetriu premennych
x1 a xp (pri vzajomnej vymene x; za xp sa systém nemeni) a ,,otukal” by
stabilitu rovnic (vlastne rovnice) pri x = x1 = xp: ¥ = x* + x3. Pri ,malych”
x by ju nahradil rovnicou x = x°. Pre ttto rovnicu uZ vidno, Ze ak zvolime
x(0) # 0 kladné, rieSenie bude narastat, ak ho zvolime zaporné, bude
naopak klesat’ (vysvetlite preco). Teda v obidvoch pripadoch sa bude od
nulového rieSenia vzdalovat, ¢o svedéi o nestabilite.

Tymito tvahami chceme naznacit, Ze situacia pri vysSetrovani stability
nie je vobec jednoducha. Podla nas je praktickejsie pouzit’ MATLAB, pustit’
Rungeho-Kuttovu metédu numerického rieSenia daného systému z bliz-
keho okolia bodu 0 a na vlastné o¢i sa o nestabilite presvedcit. K tejto
problematike sa vratime v nasledujtcej kapitole.




Vypocitajme derivaciu funkcie V(x1,xp) = x1 - x5 (radSej sa nepytajte,
odkial sa vzala) podla rieSenia:

Vix(t)] = x2 [x] + 23] + x1 [x] + 23] = xF [1 4+ x0] + x5 [1 + x1].

Mbzeme sa presvedit) ze funkcia V spiia podmienky vety o nestabilite, ¢o
potvrdzuje sformulovant hypotézu. V skriptach ( , )
néjdete iny spdsob dokazu nestability (hoci s drobnym preklepom).

Konstrukcia funkcii, vhodnych na aplikovanie viet o stabilite alebo ne-
stabilite, pripomina skor nejaké ¢arodejnicke triky. V knihe ( ’ )
sa uvadza stvis Ljapunovovych funkcii s celkovou energiou tzv. konzerva-
tivnych sustav a tieZ niekolko metdd konstruovania Ljapunovovych fun-
kcii pre isté triedy nelinedrnych sustav.

Uloha 7. Pre vietky hodnoty parametrov a a b vySetrite stabilitu nulo-
vého rieSenia systému

X1 :JC1—|—EUC2—|—X%,

5C2 :bx1—3x2—x%.




Uloha 8. Vysetrite stabilitu staciondrnych riedeni systému

X1 = —3x1—|—x2—x?,

Xo = 6x1 —2x5.




Momentdlny stav ,,systému” Priroda je zrejme dosledkom toho,

akym bol v predchidzajiicom momente a ak si predstavime Rozum,
ktory dokdZe k urcitému casovému okamZiku spracovat’ vsetky

vztahy medzi jednotlivymi castami vesmiru, potom tento moZe
predpovedat’ polohu, pohyby a vseobecné vztahy medzi vsetkymi
tymito castami pre vsetky casové okamzZiky v minulosti a v budiicnosti.

Laplace, 1776 ( b ).

MoZe sa prihodit), Ze malé odchylky v zaciatocnijch podmienkach
nakoniec sposobia velké rozdiely v danom jave.

Mald zaciatocnd chyba spdsobi neskor velkii chybu.

Predpovede budii asi nemozné, stretdvame sa s ndhodnym javom.

Poincaré, 1903 ( s )

2. Stavové (fazové) priestory a fazové portréty

Pojmy fazovy priestor, fazova trajektdria a fazovy portrét umoziuju lep-
Sie pochopit’ spravanie sa dynamickych systémov najma nizsich radov.
V tejto kapitole sa zozndmime s tymito pojmami a s ich pouZitim.

Dynamicky systém popisovany diferencnymi (v diskrétnom) alebo di-
ferencialnymi (v spojitom pripade) rovnicami sa v kazdom okamihu nacha-
dza v ur¢itom ,stave”. Pri fyzikdlnom alebo inom modelovani si vS§imame
kvantitativne hodnoty urcitych veli¢in, ktoré sa zvyknt nazyvat’ stavové
veli¢iny, pretoZe na zdklade nich usudzujeme o stave systému. Vo fyzike sa




zasa roznym stavom zvyklo hovorit’ fazy (poculi ste uz iste o pevnej alebo
tekutej faze) a tak sa stavové veliciny modZzu nazyvat’ tiez fizové veliciny.
Prikladmi stavovych veli¢in mdZu slazit’ napriklad vychylka a okamzita
rychlost’ kyvadla, koncentracie chemickych latok, pocetnost’ nejakej popu-
lacie a pod.

Meto6da stavového priestoru vychadza z geometrickej kvalitativnej ted-
rie diferencidlnych rovnic, zaloZenej na klasickych pracach franctizskeho
matematika H. Poincaré ( : ).

Ak budeme uvazovat’ dynamicky systém charakterizovany n stavovy-
mi veli¢inami x1, X2, ..., X, (je samozrejmé, Ze vzdy pracujeme len s a-
proximaciami redlnych systémov), potom aktualny stav systému v danom
tasovom okamihu t je dany hodnotou vektora x(t) = [x1(¢t), x2(¢), ...,

xn(t)]-

Definicia 8. MnoZinu vSetkych moZnych stavov dynamického systému
budeme nazyvat’ stavovy (fazovy) priestor.

Poznamka 2.1. Za stavovy priestor n-rozmerného systému mozeme po-
vazovat’ aj cely priestor R", aj ked' stavové veli¢iny ziadneho fyzikalneho
alebo technického systému nem6zu nadobudat’ I'ubovolné redlne hodnoty.

Ak budeme pozorovat’ vyvin stavovych veli¢in v case, z geometrického
hladiska sa budeme pohybovat’ po uréitej krivke (v pripade spojitych sys-
témov) vo fazovom priestore, a teda aj v R". Uvazujme teda, podobne ako
v predchadzajtcej kapitole, autonémny dynamicky systém, popisovany vo




vSeobecnosti nelinedrnym systémom n diferencidlnych rovnic:

x = f(x). (17)

Definicia 9. RieSenie x(t) diferencidlneho systému (17) pre t = t(, kde
x(tp) = xp, uruje v priestore R" fazovu trajektoriu (krivku), prechddza-
jicu bodom xj.

Fazova trajektoria prechadzajicu bodom x( predstavuje vlastne evo-
Idciu fazového bodu xy, ¢o je tieZ mozné interpretovat” ako tok fazovych
bodov v stavovom priestore. Smer (lepSie povedané orientacia) tohoto
pohybu sa zvykne vyznacovat’ Sipkou.

Definicia 10. Sthrn vSetkych trajektorii, prechddzajtcich cez vsetky
body fazového priestoru sa nazyva fazovy portrét systému.

Poznamka 2.2. Vo fazovom priestore méZeme zobrazovat’aj neautoném-
ne dynamické systémy. Fazové trajektorie autondmneho systému sa vSak
nemoZu pretinat), to by znamenalo nejednoznacnost’ rieSenia systému rov-
nic v ur¢itom bode. Tieto trajektérie sa vSak mozu uzavriet’ a vytvorit’
cyklus, odpovedajuci periodickému rieSeniu stistavy rovnic. Napriek tomu
sa vSak moZe obcas zdat), Ze trajektorie sa pretinaja. Je to vtedy, ak existuja
stacionarne rieSenia, ktorych ,trajektorie” pozostavaju z jediného bodu.
V tomto pripade sa iné trajektorie m6Zzu pribliZovat’ k tymto stacionarnym
bodom alebo sa od nich vzdalovat’ Tak vznika dojem pretinania sa fazo-
vych trajektorii.




Definicia 11. Stacionarny bod budeme nazyvat” atraktorom, ak v ne-
jakom jeho okoli zac¢inajuce trajektorie konverguja ku danému bodu a
repelerom, ak existuje také prstencové okolie stacionarneho bodu (neob-
sahujtice samotny bod), ktorého vsetky trajektorie, zac¢inajtce v iom, ho
po urcitom case opustia.

Fazové portréty mozu velmi dobre sluZit’ na kvalitativne porovnanie
dvoch r6znych dynamickych systémov.

Definicia 12. Dve ststavy diferencidlnych rovnic sa nazyvaji topo-
logicky orbitdlne ekvivalentnymi alebo kvalitativne ekvivalentnymi
prave vtedy, ak existuje spojité vzdjomne jednoznacné zobrazenie fazo-
vého priestoru prvej ststavy na fazovy priestor druhej ststavy, zobrazu-
juce orientované fazové trajektorie prvej stistavy na stihlasne orientované
tadzové trajektoérie druhej stistavy. Pritom sa nevyzaduje zostiladenie po-
hybov po jednotlivych fazovych krivkach ( , )-

J44

V pripade autondmnych sdstav sa moZeme ,,zbavit™ ¢asovej zavislosti
tym, Ze jednotlivé rovnice navzdjom vydelime. V dvojrozmernom pripade
tak prideme ku diferencidlnej rovnici fazovych trajektorii:

dxp _ fa(x1,x2)
dy;  fi(x1,x2)

(18)

Ak rieenia rovnice (18) vyhovuja rovnici g(x1,x2) = C, potom funkcia g
sa nazyva prvy integral sustavy x = f(x).




Definicia 13. Ststava x = f(x) sa nazyva konzervativna prave vtedy,
ak ma netrividlny prvy integral, definovany na celej rovine R2.

Poznamka 2.3. Konzervativne alebo hamiltonovské stistavy hraja dolezita
tlohu vo fyzike a teda aj v technike. Ich dynamika je definovana pomocou
tzv. Hamiltonovej funkcie (hamiltonidnu), odpovedajicej celkovej energii
systému ( : ).

V skriptach ( : ) st uvedené viaceré postupy priblizného
ur¢ovania fazovych trajektorii nelinedrnych ststav, stvisiacich s diferen-
cidlnou rovnicou 2. radu, ktora sa v praxi ¢asto vyskytuje. TieZ st tam
uvedené dalsie zaujimavé podrobnosti o fazovych trajektoriach.

2.1. Fazové portréty jednorozmernych ,systémov”

Vzhladom na jednoduchost’ fazovych portrétov jednorozmernych ,su-
stav” by bola Skoda tieto obist] pretoze umoZziiuju vytvorenie jasnej pred-
stavy o dynamike systému. Fazovy priestor je v tomto pripade priamka (re-
alna os). Budeme uvazovat’ dynamicky systém popisovany diferencidlnou
rovnicou

= ), (19)
pricom o funkcii f budeme pre jednoduchost’ predpokladat) Ze je spojita
na celej mnoZzine redlnych ¢isel.

Staciondrne body rovnice (19) predstavuju rieSenia rovnice

f(x) =0
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Obr. 2: Fazové portréty rovnic = 1 —xa x = —(1 — x)?

=

a teda predstavuju nulové body funkcie f. Vzhladom na to, Ze funkcia f je
spojita, v celych intervaloch medzi nulovymi bodmi moZe byt’ len kladna
alebo len zaporna. Zapornost’ f vSak na zdklade (19) znamen4, Ze hodnota x
pri danom stave kles4, kladnost’ naopak znamena néarast stavovej hodnoty
x. Teda medzi dvoma stacionarnymi bodmi sa body fazovej trajektorie
pohybuju len vlavo, resp. vpravo po realnej osi.

Priklad 12. Znazornime fdzovy priestor rovnic

i=1-x a a=-(1—x)?>

RieSenie. FAzové portréty (aj so znamienkami derivacii funkcie f najednot-
livych intervaloch) sti zndzornené na obrazku 2. Ako vidiet) obidve rovnice
maju rovnaky staciondrny bod x* = 1, avSak majt r6znu dynamiku (nie st
kvalitativne ekvivalentné). Kym stacionarny bod prvej rovnice je atraktor,
stacionarny bod druhej rovnice je polostabilny, nazyvany tiez sunt.

Priklad 13. Uréme taki rovnicu, ktora ma 3 stacionarne body tak, aby
jeden z nich bol atraktor, dalsi aby bol repeler a treti nech je Sunt.

Riesenie. Tato tloha mé nekoneény pocet rieSeni. Vymyslime takt rovni-
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Obr. 3: Fazovy portrét rovnice & = (x + 1)(x — 1)?(x — 2)

cu, aby boli atraktor prvy zlava, $unt v strede a repeler napravo. Aj v ramci
takéhoto zadania ete existuje nekonecne vela roznych rovnic, ktoré su uz
vSak koalitativne ekvivalentné. Jedno z rieSeni je zndzornené na obrazku 3.

Uloha 9. Je mozné vymysliet’ takii rovnicu, aby mala prave dva staci-
onarne body nasledujtcich typov?

a) Dva atraktory.

b) Dva repelery.

c) Dva Sunty.

d) Repeler a atraktor.

Svoju odpoved’ zddvodnite a uvedte odpovedajticu diferencialnu rov-
([ ]

nicu.

Uloha10.  Aké stacionarne body ma rovnica ¥ = (x + 1) In(x)?




Uloha 11.  Roztried'te nasledujtice diferencialne rovnice do ekvivalent-
nych tried:

a) x = ch x; b) x = (x —a)?%; C) X =sinx;

d)x=cosx—1, e)x=chx—1; f) X = sin2x;

g) X = e¥; h)x =sh?(x —b); i)x=(x—1)-Inx.

(Pomocka: ch x = [e* +e¢7¥]/2; shx = [e¥ —e7¥]/2.) .

2.2. Fazové portréty linearnych dvojrozmernych ststav

Ako sme uz spomenuli vyssie, stabilita lubovolného rieSenia linedrneho
diferencidlneho systému je urcena stabilitou nulového rieSenia tohoto sys-
tému bez pravej strany. Rozne kvalitativne odlisné fazové portréty savisia
s vlastnymi hodnotami matice systému. V pripade n = 2 je prakticky
mozné klasifikovat” vSetky pripady. FAzovym priestorom bude v tomto
pripade fazova rovina. Budeme teraz uvazovat’ systém

X1 = a1 X1 + a2 Xo,

) 20
Xp = a1 X1 + ax X3 (20)

alebo v maticovom tvare
x = Ax.

Na tomto mieste sa budeme venovat’ len fazovym trajektoridm linear-
nych sustav, ktorych klasifikacia na zaklade vlastnych hodnot je zhrnuta




napriklad v tabulke I, na strane 38-39 skript ( : ) alebo na ob-
razkoch 2.7 a 2.11 knihy ( , )-

Ak vydelime druht rovnicu ststavy (20) prvou, dostaneme diferen-
cidlnu rovnicu fazovych trajektorii v tvare

dxz a1 xy -+ dpo Xo

p 21
dx1  a11x1 +apx @1)

ktort vo vSeobecnosti mdzeme zaradit’ medzi homogénne diferencidlne
rovnice. Homogénnu diferencidlnu rovnicu (21) méZeme po zndmej sub-
stiticii z(x1) = xp(x1)/x1 upravit’ na tvar separovatelnej diferencialne;
rovnice prvého radu

dz a1 +axn z ]
— —z| /xq. 22
dx1 [all —+ aip Z / L ( )

Hoci tato rovnicu dokaZeme pre konkrétne zadané koeficienty a;; presne
vyriesit, takto ziskany vysledok moze byt’ dost’ zlozity. Dobry prehlad
o linedrnych systémoch moZete ziskat’ numerickym vypoctom s grafickym
znazornenim rieSenia vo fdzovej rovine.

Na prvy pohlad vidno, Ze zvlastny pripad nastava, ak je matica A
nulova. V tom pripade ma stistava s nulovou pravou stranou nekonecne
vela stacionarnych bodov v kazdom bode roviny R? a fazové trajektorie
pozostavaju z jednotlivych bodov roviny (kedZe obidve derivécie v (20) su
nulové, ni¢ sa nehybe). Tento stav ukazuje na stabilitu stistavy. Ak budeme




v tomto pripade uvazovat’ autonémny systém s nenulovou pravou stranou

= (23)

Xy = by,
uvidime, Ze fazovy portrét pozostava z rovnobeznych sthlasne oriento-
vanych priamok, so smerovym vektorom (b, b,)T. Stistava neméa Ziadne
stacionarne body. Hoci typ stability rieSenia ostdva nezmeneny, fdzovy
portrét je iny.

00
Fazovy portrét ststavy (20) buda v tomto pripade tvorit’ priamky, rovno-
bezné s osou x1. V hornej polrovine x, > 0 bude vSak ich orient4cia opacna
ako v dolnej polrovine.

Dve nulové vlastné hodnoty ma, napriklad, aj matica A = [ 01 ]

Uloha 12.  Vysvetlite, pre¢o bude v prave uvedenom priklade fazovy
portrét tvoreny rovnobeznymi priamkami. o

Ak mé matica systému jednu vlastnti hodnotu nulovt a druhti nenu-
lovt, hovorime o tzv. nepodstatnej singularite. Taky pripad nastava, ak je
jeden z riadkov matice nenulovy a druhy je jeho ndsobkom. Napriklad pre

a1 412
ka1 kaqp
k x1 + g. Teda fazové trajektorie budu leZat’ na rovnobeznych priamkach.

Napriklad v pripade matic A1 = { (1) 8 } aAp = { _(1) 8 ](ked’ie k =0)

maticu A = } dostaneme dx;/dx; = k a teda méme x, =




budt tieto priamky rovnobezné s osou x1. Dvojrozmerny fazovy portrét je
vlastne poskladany z jednorozmernych fdzovych portrétov, rovnakych ako
je portrét na obrazku 2 vlavo. V pripade matice A1 je druha vlastna hodnota
matice kladnd, ¢o sved¢i o nestabilite a 0os x, danéd rovnicou x; = 0 je
repelerom, teda orient4cia na polpriamkach bude opacna, akona obrazku 2.
V pripade matice A; je druhé vlastnd hodnota matice zdpornd, ¢o svedci
o stabilite, os xp bude atraktorom. Fazovy portrét vytvoria polpriamky;,
rovnobeZné s osou xj rovnako orientované, ako polpriamka na obrazku 2
vlavo.

Linearny systém (20) s regularnou maticou A, ktorej determinant | A| je
nenulovy sa nazyva jednoduchy. Jednoduchy systém (20) ma jediny sin-
gularny bod 0. V tabulke 1 vymenujeme rozne typy singuldrneho bodu jed-
noduchyjch systémov v zavislosti na vlastnych ¢islach A1 a A, matice systému
(20) (v tabulke uvadzame vzdy okrem vlastnych ¢isel aj typ singularneho
bodu, priklad matice stistavy a nacrt fazového portrétu). Odpovedajtce
tazové portréry najdete v ( , ; , )-
Poznamka 2.4. 'V pripade uzlov je eSte mozné zv1ast’ uviest’ pripady, ked’
st charakteristické ¢isla nasobné, ¢o mé za néasledok algebraicky kvalita-
tivne odlisné rieSenia. Toto sa prejavi aj na fazovych portrétoch (porovnaj
stabilny a nestabilny uzol v tabulke 1). Na druhej strane z topologického
hladiska, ktoré vyjadruje definicia kvalitativnej ekvivalencie systémov, uve-
dena vyssie, st ekvivalentné dokonca aj uzly a ohniska. Teda z tohoto
hladiska existuju $tyri kvalitativne odlidné typy: asymptoticka stabilita,
stabilita typu stred, nestabilita typu uzol, resp. ohnisko a nestabilita typu




Tabulka 1: Typy singuldrneho bodu 0

nestabilny 31 { /
A >0,A>0 ol {1 3} /}
stabilny (1 2]
A <0,A <0 uzol -3 _4-
B 1 1 s
A >0,A <0 sedlo ; i Y
| =t
s 0 2]
M=A€CReA =0 stred o @D
e nestabilné 120 |/
i = J € [Radn >0 ohnisko -2 1] |[\¥
. stabilné -2 1] /I
M=% €CRel <0 ohnisko -1 2| ||\




sedlo.

Uloha13. Numerickym rie$enim ststavy (20) s maticami, danymi v ta-
bulke 1, overte kvalitativnu spravnost’ portrétov, uvedenych v tabul-
ke 1. °

2.3. Fazové portréty nelinearnych dvojrozmernych ststav

V pripade nelinedrnych ststav st v porovnani s fdzovymi portrétmi line-
arnych stistav mozné podstatne zloZitejSie fadzové portréty. Uz v pripade
dvojrozmernych nelinearnych stistav stt mozné napriklad viaceré stacio-
narne body (aj kone¢ny pocet). Nasledujtica tloha ilustruje tiito zloZitejSiu
situaciu.




Uloha 14. Pomocou numerického rieSenia diferencialnych ststav zna-
zornite f&4zové portréty nasledujtcich stistav na vyznacenych oblastiach:

a) X1 = x1(a—bxy), X = —x2(c —dxp),a,b,c,d > 0;
x1 € (—0.1,2¢/d), x, € (—0.1,2a/b).

b) %1 = —x1[1 — 3x§/3(1 —x1)/(14+x1)], %2 = xp — 3x1x§/3(
x1 € (—0.5,1), x5 € (—0.5,2).

Q) X1 = (2 — X1 — 2x2)x1, Xp = (2 —2x1 — .X'z)Xz; X1 € <—0.5,2.5>,
xp € (—0.5,2.5).

d) % =sinxy, Xp = —sinxy; x1 € (—2m,27), xp € (—2m,27).

1+ xl);

V porovnani s linedrnymi stdstavami sa v pripade nelinedrnych stistav
objavuje novy fenomén — limitny (medzny) cyklus. Na nasledujtcich
jednoduchych prikladoch ukdZzeme jeho existenciu.

Priklad 14. VySetrime fazovy portrét nelinearnej stistavy, danej v polar-
nych suradniciach (p, ¢) fazovej roviny rovnicami p=1—p, ¢ = 1.

RieSenie. Na zdklade druhej rovnice si pohybujtci bod fazovej trajektorie
moZeme predstavit’ ako rovnomerne rotujiici okolo bodu 0 tak, Ze jeho
vzdialenost’ p od bodu 0 sa s ¢asom meni. Prvi diferencidlnu rovnicu sme
uz skumali vyssie, jej fazovy portrét je zndzorneny na obrazku 2 vlavo.
Tato rovnica ma jediny atraktor p = 1. Preto bude jednotkova kruZnica




atraktorom vsetkych trajektérii uvazovaného systému. To znamen4, Ze ak
zacneme Vv Case ty vo vnutri jednotkovej kruznice, trajektorie sa budu po-
stupne navijat’ na jednotkovta kruznicu zvnttra, ak za¢neme v case ty vo
vonkajsej oblasti jednotkovej kruZnice, trajektorie sa buda postupne navijat’
na jednotkov kruZnicu z vonkajsej strany. Vznikol stabilny limitny cyklus.

Definicia 14. Uzavreta fadzova trajektéria fazového portrétu sa nazyva
limitny cyklus prave vtedy, ak je izolovana od ostatnych uzavretych tra-
jektorii, teda ak existuje jej (otvorené) okolie neobsahujuce dalsie uzavreté
trajektorie.

Definicia 15. Limitny cyklus sa nazyva:

a) stabilny (pritazlivy) alebo atraktor, ak sa na neho navijaja trajektorie
prit — oo,

b) nestabilny (odpudzujiici) alebo repeler, ak sa trajektérie — Spiraly —
od neho vzdalujy,

c) polostabilny, ak sa trajektorie z jednej strany na neho navijajti a z dru-
hej strany sa od neho vzdaluju.

Definicia 16. Pod atraktorom nelinearnej stistavy budeme chapat’ tak
mnozinu bodov, ku ktorej sa bliZia vSetky trajektorie ststavy, ktoré zaci-
naja v jej dostatocnej blizkosti.
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Obr. 4: Limitny cyklus prikladu 14




Limitny cyklus prikladu 14 s dvoma trajektériami je zndzorneny na o-
brazku 4. Na zaver tohoto prikladu este uvedme jeho diferencialne rovnice
pre premenné x; a Xp:

X1 =x1/4/%3 + %% —x1 — X,

xzzxz/\/x%+x%+x1—x2.

Uloha 15.  Vysetrite fazovy portrét nelinearnej ststavy, danej v polar-
nych saradniciach (p, ¢) fdzovej roviny rovnicami p = p(p—1), ¢ =1
a napiste jej rovnice pomocou premennych x1 a x,. RieSte aj numericky. o

Uloha 16.  Vymyslite ststavu rovnic, ktora bude mat’ dva (tri, ...) li-
mitné cykly. .

Uloha17. V nasledujticom systéme, za ktory podla ( , ) vda-
¢ime H. Poincaré, sa pokuste ziskat” diferencidlne rovnice pre polarne
suradnice (p, @):

X = a(x) +x2) —o(x1 — x2) (23 +x3),

. a>0,0>0.
Xy = —a(x1 — x3) — o(x1 + x2) (¥ + x3),

Uskutoc¢nite numericky experiment — metédou Rungeho-Kuttovou ries-
te sustavu. °




V praxi je samozrejme zaujimavé vediet” urcit, ¢i nejaka stastava moze
alebo nemoze mat’limitny cyklus. Niekol'ko takychto viet najdete v knihach

( p ; ; ).

2.4. Niektoré zndme diferencidlne rovnice a systémy
2. radu

Uvazujme diferencidlnu rovnicu druhého radu tvaru

d?x
dt?
Takéto rovnice sa vyskytuji v praxi na kazdom kroku, vyjadruji Newtonov
pohybovy zakon, podla ktorého je zrychlenie hmotného bodu definované
silou, ktora na neho pdsobi.
Na zéklade substittcie x1(t) = x(t), x2(f) = %(t) prepiSeme rovnicu
(24) na nasledujuci tvar systému 1. radu:

= F[t, x(t), x(t)]. (24)

X1 = X,

Xz = F(i’, xl,xz). (25)

Vo fazovej rovine (x1, x,)T bude potom x reprezentovat’ polohu a x; rych-
lost’hmotmého bodu v ¢ase t. Tvar (25) je vhodny na pouZitie numerickych
metdd (Rungeho-Kuttovej alebo aj viackrokovych) a podobné substittiicia
sa pouZziva na prepisanie (stistav) rovnic vyssieho rddu na ststavu prvého
radu a na rieSenie Cauchyho zaciato¢nej tlohy.




Matematické kyvadlo bez trenia

Matematické kyvadlo bez trenia sa popisuje rovnicou
i+ w? sinx = 0. (26)

Nelinedrna rovnica (26) je pri malych vychylkach x nahrddzana linedrnou
rovnicou
¥+ w?x = 0,

ktorej rieSenie mozeme zapisat’ v tvare x(t) = A sin(w t + ¢). Tato linear-
na rovnica po prepisani na systém 1. rdidu bude mat’jediny singuldrny bod
(0,0)T typu stred a jej fazovy portrét predstavuju elipsy so stredom v bode
0.

Pozrime sa, na fazovy portrét povodného nelinearneho systému

X1 = X2,

5C2 = —w (27)

2 sin x;.
Ak prejdeme na rovnicu fazovych trajektorii, moéZeme ju presne vyriesit’
v tvare

x% = 2w? cos x1 + C. (28)

UvaZzujme, rovnako ako ( ), pri akych hodnotach C existuji
priesecniky kriviek (28) s osami x1, resp. x. Pri x; = 0 mame

C = —2w?cosxy,




ateda C € (—2w?,2w?). Pre lavy kraj C = —2w? dostdvame
x5 = 2w?(cosx; — 1) 0,

¢oje mozné len pri x; = 2k7ra stcasne x, = 0. Teda pre hodnotu C = —2w?
budu ,trajektorie” tvorené len jednotlivymi bodmi, ktoré su, ako sa l'ahko
presvedcite z (27) stacionarnymi bodmi stistavy.

Pre pravd hranicu C = 2w? dostdvame

x5 = 2w*(cos x1 + 1) = 4w? cos %

VVVVV

tinaju os x1, preto tieto krivky oddeluju od seba dve oblasti s odlisnym
charakterom trajektorii. Takéto krivky sa nazyvaja separatrixy.

Pozrime sa eSte, akd bude podmienka, aby sa trajektorie pretali s osou
xp. Pri x; = 0 dostdvame podmienku

X3 =2w?+C20,

z ktorej vyplyva, ze C = —2w?.
Fazovy portrét je zndzorneny na obrazku 5. Je zrejmé, Ze sa principidlne
odlisuje od portrétu linearizovanej stistavy.

Uloha18. Vysvetlite vyznam jednotlivych trajektérif. o

Matematické kyvadlo s trenim




Obr. 5: Fazovy portrét matematického kyvadla

Matematické kyvadlo s trenim popisuje rovnica

i+ (%) + w? sinx = 0, kde moZzeme vziat'" g(x) = x. (29)

Uloha19. Pomocou numerického vypoctu znazornite fazové trajektorie
kyvadla s trenim. o

Duffingova rovnica

i+bx—ax+x3=0. (30)

Van der Polova rovnica

i—b(1—cxH)x+ax=0, (31)




je Specialny pripad Lienardovej rovnice.
Rayleighova rovnica

i—b(1—ci¥)i+ax=0. (32)

Systém Volterra-Lotku

561 = (Ll — bX2) X1,

Xzz (—c+dx1)x2, (33)

a,b,c,d > 0. Tento model popisuje vyvoj populdcii obeti (napr. zajacov) x1 a
dravcov (lisiek) x,. VSimnite si logiku rovnic. Ak neexistuju lisky (x; = 0),
,pocet” zajacov neohranicene narasté, ak nie st pritomné zajace (x; = 0),
,pocet” liSok klesd, az kym nevymrd. Premenné x; a x; st redlne, hoci
pocty mozu byt’ len celociselné.

Uloha20. Pomocou numerického vypoctu znazornite fazové trajektorie
uvedenych rovnic a systému Volterra-Lotku. o

2.5. Zvlastny (divny) atraktor

Pri zvySeni dimenzie fdzového priestoru na n = 3 sa moZeme stretntt’
s dosial nepoznanym typom atraktora, ktory dostal ndzov divny (anglicky




strange) atraktor. E. N. Lorenz v roku 1963 ukézal, Ze stistava troch diferen-
cidlnych rovnic prvého radu, ktoré sa teraz nazyva Lorenzov systém:

5(1 = —cr(x1 — XZ),
Xy = —X1X3+7X1 — X2, (34)
5C3 = X1 X2 —bX3,

moZze mat’ pre urcité intervaly hodnot o, r a b rieSenie, ktoré nie je periodic-
ké, pricom sa v8ak hodnoty x1, x; a x3 s ¢asom menia ale zaroveri ostavaja
vo vnutri konec¢nej oblasti ( , ).

Na obrazku 6 sti znazornené ¢asové priebehy jednotlivych zloZiek vek-
tora x a fazova trajektoria Lorenzovho systému v priestore R3. Ako vidiet,
body x sa stile nachadzaja v okoli urcitej mnoZiny (Lorenzovho atrak-
tora), pricom pohyb pripomina periodicky tym, Ze sa body trajektérie ne-
ustale vracaji do tych istych miest. V skutocnosti sa poloha bodu nikdy
nezopakuje. Zaroveri sa v tomto systéme prejavuje citlivost’ na zaciato¢né
podmienky, ked’ dva vel'mi blizke body sa od seba vel'mi rychlo vzdaluju.
Takéto spravanie znemoZnuje predpovedanie stavu systému na dlhsie ¢a-
sové obdobia.

Lorenzova ststava (34) je najstarsia a dnes aj najdokladnejsie presk-
mand ststava rovnic s divnym atraktorom. Lorenz ju zostavil zjednodusSe-
nim Navierovych-Stokesovych parcidlnych diferencidlnych rovnic prade-
nia viskéznej tekutiny medzi dvomi plochami s réznymi teplotami, ktoré
aplikoval na popis vyvoja pocasia.
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Obr. 6: Casové priebehy jednotlivych zloZiek a fazova trajektéria Loren-
zovho systému pri o = 10,7 = 25,b = 8/3 a x(0) = (1,0,30)7




2.6. Spojité deterministické systémy s chaotickym sprava-
nim

Ako sme uz spominali vysSie, nie je moZzné dlhodobo predvidat’ spravanie
Lorenzovho systému, ked sa dva blizke zaciato¢né stavy od seba velmi
rychlo vzdaluja. Tato vlastnost’ sa nazyva citlivost’ na zaciatocné podmienky.
Napriek tomu, Ze tento systém je deterministicky, popisany jednoznac¢ny-
mi rovnicami, jeho spravanie sa pripomina skor zmétok ako pravidelnost’
Ukazuje sa ( , ), Ze dokonca taky systém ako je slnecné su-
stava, kde sme zvyknuti na pravidelnost’ a stalost, je nutné zaradit’ medzi
chaotické.

Chaotické spravanie autondmnych systémov modzeme skiimat’ tak, Ze
rieSime tieto systémy viacnasobne s velmi blizkymi za¢iatoénymi vektormi.
Tymto méZeme modelovat’ poruchy, ktorym je kazdy realny systém pocas
celej doby fungovania vystaveny. Druha moZnost’ je zaviest” , fluktuacie”
do rovnic umelo, ¢im sa systém z autonémneho zmeni na neautonémny.
Lorenz objavil zvlastne spravanie svojho systému (pri ktorom sa rieSenie
prepocitavalo v ¢ase dopredu aj naspét, aby sa overila jeho spravnost) tak,
Ze ho opakovane spustil niekde zo stredu vypoctu, pricom ako zaciatocné
hodnoty nastavil vypis programu. UZ tato nepresnost’ — rozdiel vypisu a
hodnot v pocitaci — spdsobila, Ze rieSenie sa mu po ¢ase tiplne zmenilo. Az
po velmi dlhom ¢ase, ked’sa pokuigal najst’ chybu v programe, si uvedomil,
Ze ,chyba” je v samotnom systéme.

Ukéazme, k ¢omu vedie ,vonkajsi vplyv” na autonémny systém, re-
prezentovany Duffingovou rovnicou s pravou stranou ( 7




i4+bx—ax+x>=ccos(dt). (35)

Numerické rieSenie je zndzornené na obrazku 7. Pri mensej amplitade
¢ = 0.1 systém nabieha na ,svoj” limitny cyklus. Pri va¢Sej hodnote am-
plitady ¢ = 0.3 sa prejavuje chaotické sprévanie (hoci Vonkajéi vplyv je

-----

porucham.

Pozndmka 2.5. Ked si vSimnete ¢asovy priebeh a fazovy portrét pri

= 0.3, mozno si vSimnete, Ze sa podobaji na odpovedajtice obrazky
Lorenzovho atraktora (samozrejme keby sme vzali priemet jeho trajektorie
na nejakd rovinu). Je to len ndhoda?

Uloha 21.  Pomocou numerického vypo¢tu skiimajte vplyv vonkajsich
poruch na ostatné rovnice 2. rddu, uvedené vyssie. .
Priklad 15. Skamajme vplyv ,vonkajsich fluktuacii” na ¢innost’ ne-
harmonického oscilatora tvoreného RLD obvodom (D znamena diédu),
popisaného nasledujicou diferencidlnou rovnicou ( ’ ):

5 Uo Q/Coly _ Ry _ U
Q-+ T (e 1) + LQ— i cos(wt).

Riesenie. Na obrazku 8 sti zndzornené fazové trajektérie neharmonického
oscilatora v rovine napétie-prad, pri ré6znych ,budiacich” amplitadach U,.
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Obr. 7: Casové priebehy a fazové trajektérie Duffingovho systému pria = 1,
b=0.25d=1ax(0)=(1.1,0)T pric = 0.1, resp. c = 0.3
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Obr. 8: Fazové trajektdrie v rovine (U, I) neharmonického oscilétora pri
U, =15,19,203a22




Hodnoty boli: R =1Q, L = 1H, Coly = 0.03FV, Uy = 1.2V, w = 271/s;
—2VSU S8V, —1AS IS 1A

Stretdvame sa tu s javom, tzv. zdvojenia cyklu, s ktorym sa eSte stret-
neme v kapitole o diskrétnych dynamickych systémoch. Pri zvySovani
budiaceho napétia sa postupne z obycajného cyklu stava najprv cyklus
dvojity, neskor stvority, atd" Pri dalsom zvySovani napétia prechadza sys-
tém na chaotické spravanie. Toto spravanie si mdZete overit’ pomocou
osciloskopu.

Uvedené priklady ukazuji, Ze sa skoncila éra, ked’ sme mohli verit’
Laplaceovmu citatu, uvedenému na zaciatku tejto kapitoly. Aj keby sme
pripustili, Ze presnd znalost’ stavu ,,systému Priroda” by snad mohla stacit’
na to, aby sme predpovedali nasu budicnost’ (tu sa nachadzame skoér na
pode filozofie ako fyziky), vidime, Ze aj nepatrna nepresnost’ pri ur¢ovani
tohoto stavu spdsobi tiplnt zmenu ,,predpovede”.

Pozndamka2.6. Pripravovatel rubriky Pocitace a Internet ( , ) Ca-
sopisu Prakticka elektronika — A Radio popisuje ¢innost” programu Brain-
Wave Generator, uréeného na zmenu frekvencie mozgovych vin prive-
denim dvoch ténov s rozdielnym kmito¢tom do usi, ¢o vraj umoziiuje
osvieZenie, relaxdciu, uspavanie, a pod. Program sa dé stiahnut’ na http:
/ /www . bugen. com. O teoretickom pozadi vyskumu The Monroe Institute sa

da docitat’ na stranke http://www.monroe-inst. com.

Poznamka 2.7. O aplikaciach informac¢nych technolégii v zloZitych sys-
témoch néjde &itatel informéaciu v knihe ( , ).



http://www.bwgen.com
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http://www.monroe-inst.com

... systém sa moZe nachddzat’ vo velkom pocte stabilnych

a nestabilnijch reZzimov. ,Historickd” trajektéria,

po ktorej sa rozvija evoliicia systému pri zvicSovani

riadiaceho parametra, je charakterizovand striedanim

stabilnijch oblasti, v ktoryich dominujii deterministické zdkony,

s nestabilnymi oblastami v blizkosti bifurkacnijch bodov,

kde sa pred systémom otvira moznost’ viberu jedného z niekolkijch
variantov budiicnosti. Aj deterministicky charakter kinetickijch rovnic,
umozriujiici dopredu urcit’ mnoZinu moZnych stavov a urcit’ ich relativnu
stabilitu, aj ndhodné fluktudcie, ,vyberajiice” jeden z niekolkych
moznyjch stavov v blizkosti bifurkacného bodu, sii tesne prepojené.
Tito zmes nutnosti a ndhodnosti vytvdra ,histériu” systému.

(1984).

3. Bifurkacie

Vlastnosti dynamickych systémov ( ] ; ;

) zavisia od réznych parametrov, ako st napriklad teplota a tlak
pri chemickej reakcii. Hodnoty parametrov, pri ktorych sa kvalitativne
menia vlastnosti dynamického systému (napriklad pocet stacionarnych
rieSeni, zmena stability alebo prechod od jediného stacionarneho rieSenia
ku limitnému cyklu) sa nazyvaja bifurkacné. V tejto kapitole sa strucne
zoznamime s tedriou bifurkécii.




3.1. Bifurkacie v jednorozmernych dynamickych
systémoch

Uvazujme dynamicky systém popisovany autonémnou diferencidlnou rov-
nicou

x = f(w x), (36)
kde p je redlny parameter a x € R je stavova premenna.

Rovnica (36) moZze (ale nemusi) mat’ pri danej hodnote parametra p
stacionarne body. Tie st rieSenim rovnice

f(u,x)=0. (37)
Rovnica (37) je vlastne implicitné zadanie ,krivky” v rovine p x x.

Priklad 16. UvaZujme diferencidlnu rovnicu ¥ = x? + p? + 1. VyZetrime
jej staciondrne body v zéavislosti na hodnote parametra p.

Riesenie. Podmienka staciondrneho bodu mé tvar
fu, x) =+ +1=0 < x*4+pu’>=-1.

Je zrejmé, Ze pre Ziadnu hodnotu p neexistuje stacionarny bod. VSimnime
si spravanie tohoto dynamického systému. KedZe derivécia je stale kladna,
prilubovolnej zagiatotnej hodnote x( bude x neohranicene narastat’. ahko
sa integrovanim presvedc¢ime, Ze rieSenie ma tvar

x(t) = V2 + 1tg(ViZ +1(t+C)),




kde integra¢né konstanta C = arctg Vidime, Ze x na-

1 X0
V2 +1 ViIZ+1

rasta do nekonec¢na za konecny ¢as tmax:

t = m 1—2arct B
max 2 “2+1 T 8 /—‘LLZ 1 :

Ak zvolime xy = 0, dostaneme tmax = 71/(21/ 1% + 1). Je zrejmé, Ze zvac-
Sovanie absolttnej hodnoty parametra p ma za nasledok ,skracovanie ak-
tivneho Zivota” dynamického systému, ale kvalitativny obrazok systému
sa nemeni. Rovnica nema Ziadne bifurka¢né parametre.

Priklad 17. UvaZujme diferencidlnu rovnicu ¥ = x? + u? — 1. VySetrime
jej staciondrne body v zavislosti na hodnote parametra p.

RieSenie. Podmienka stacionarneho bodu ma tvar
flux)=x*+py?-1=0 & x+u2=1.

Grafom tejto rovnice v rovine p X x je jednotkové kruznica. Pre |u| > 1
rovnica zrejme nemd Ziadne stacionarne body. RieSenie mé rovnaky tvar
ako rieSenie predchadzajuicej rovnice, len treba \/u? + 1 nahradit’ pomo-
cou \/p? — 1. Zvasovanie absolutnej hodnoty parametra p ma znova za
nasledok ,skracovanie aktivneho Zivota” dynamického systému.

V bode 1 = —1 nastdva zmena, rovnica (X = x?) ma stacionarny bod
xs = 0. Tento je polostabilny (narétnite diagram), ak bude xo < 0, bude
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Obr. 9: Fazovy portrét rovnice X = (x + /1 — p?)(x — /1 — p?)

—1
x(t) = —1/x konvergovat' k 0 pri t — 0. Pre xy > 0 bude x(t) — oo
- 0

prit — 1/xq.

Pri dalSom zvacSovani hodnoty parametra p méa rovnica dva stacio-
narne body — xs,, = #+/1 — u? — ktoré sa od seba vzdaluju, kym u
nedosiahne hodnotu 0 a potom sa znova pribliZujd, az sa pre u = 1 zleja
do jedného stacionarneho bodu. Pre |i| < 1 sa da rovnica napisat’ v tvare

x=(x+vV1-p?)(x—v1-p?),

¢omu odpoveda fazovy portrét, zndzorneny na obrazku 9. Ako obycajne,
znamienka nad jednotlivymi intervalmi si znamienka funkcie f(u,x) a
sipky ukazuja smer zmeny hodnoty premennej x pri rasticom case.

Ako vidiet, jeden stacionarny bod (lavy) je stabilny a druhy je nesta-
bilny. Tento jav nie je ndhodny. RieSenie sa d zapisat’ v tvare:

%+ V124 (x0 — V1 - p?lexp(2ty/1 — p?)
)= vi-p X0+ /1 — 12 — (xg — /1 — 12)exp(2t/1 — )’

Rovnica ma teda dva bifurkacné parametre — u = —1 a yu = 1. Na
obrazku 10 st vyznacené staciondrne body v zéavislosti na hodnote para-




Obr. 10: Stacionarne body x; v zavislosti na parametri p




metra p, ¢iarkovane st vyznacené nestabilné body, plnou ¢iarou stabilné.
Pri hodnotach p = +1 je staciondrny bod x = 0 polostabilny. Doty¢nica ku
nacrtnutej kruznici pri p = £1je rovnobeznd s osou premennej x (derivacia
dx/du|u:i1 = :i:OO).

Poznamka 3.1. Nazov bifurkicia pochadza z angli¢tiny a znamena roz-
dvojenie alebo rozvetvenie. Ako je vidiet'na obrazku 10, vbodoch u = +1
sa krivka staciondrnych bodov rozdelila na dve ¢asti — hornti nestabilnta
a spodnu stabilnt. V tomto pripade pri hodnotach |u| > 1 krivka neexis-
tovala, zacala pri p = —1 zlava, resp. pri u = 1 zprava.

3.1.1. Veta o implicitnej funkcii

V predmete Matematické analyza sme sa uZ stretli s nasledujticou vetou.?
Veta (o implicitnej funkcii). Nech f(up, x9) = 0 a nech f je spojite
diferencovatelna v nejakej otvorenej oblasti roviny (u, x), obsahujticej
bod (po, xg). Potom ak sa parciélna derivacia f,(po, xo) # 0, tak existuja
a > 0afp > 0také, ze:

(1) Rovnica f(u, x) = 0 md jediné rieSenie x = x(u) pri pp —a < p <
Uy + o také, ze xo — B < x9 < x9 + fB.

(2) Funkcia x(u) je spojite diferencovatelna pri pp — o < p < pg + .

@) x), = — i (m x(w)) / fo (e x(1)).

2Nasledujtce oddiely st spracované podla knihy ( , )-




Dokaz. Da sa néjst’ v ucebniciach matematickej analyzy. m

Pozndmka 3.2. Ak sa f, (i, Xo) # 0, rovnica f(u,x) = 0 sa da vyriesit’
vzhladom na u(x).

Pozndmka 3.3. Analogicka veta sa da dokazat’ v pripade viacerych pre-
mennych a viacerych rovnic.

3.1.2. Klasifikdcia bodov kriviek f(u, x) =0

Na zéklade vlastnosti funkcie f (i, x) sa dajabody krivky f(u, x) = 0 (body
vyhovujtce implicitnému zadaniu) roztriedit’ nasledujticim spésobom:
(1) Regularny bod je bod, v ktorom plati

fi #0 alebo fy #0.

Existuje jedina krivka p = p(x) alebo x = x(u), prechadzajica tymto
bodom. (Také st vSetky body kruZnice na obrazku 10.)
(2) Extremalny regularny bod je bod, v ktorom derivacia p/,(x) meni
znak a f/ (i, x) # 0. (Také st obidva body (—1,0) a (1,0) na obrazku 10.)
(3) Singuldrny (zvlastny) je taky bod, v ktorom plati

fu=fi=0.

(4) Dvojity bod je singularny bod, ktorym prechadzaja prave dve vetvy
uvazovanej krivky, ktoré maja rézne dotycénice. Budeme predpokladat) ze
druhé parcidlne derivacie funkcie f sa nerovnaji nule zéroven.




(5) Extremdlny singularny (dvojity) bod je bod, v ktorom derivécia
). (x) meni znak na jednej vetve.
(6) Bod névratu je bod dotyku druhého radu, ked' maju obidve vetvy
spolo¢nii doty¢nicu.
(7) Zdruzeny bod je izolované bodové rieSenie rovnice f(u, x) = 0.
(8) Singularny bod vyssieho rddu je bod, v ktorom sa vsetky tri druhé

parcidlne derivacie funkcie f rovnajt nule.

Priklad 18. VySetrime spravanie rieSenia nasledujtcej rovnice v zavis-
losti na hodnote parametra p:

x:3x—x3+p.

Riesenie. Z rovnice f(u, x) = 3x — x>+ u=0sada vyjadrit’ premenné
v zavislosti na hodnote x. Graf implicitne zadanej krivky 3x — x> + =0
vidite na hornom obrazku 11. Vzhladom na to, Ze f"i =1 # 0, nemo6ze mat’
dana krivka Ziaden singuldrny bod. Ked?e f, = 3 — 3x?, m4 tato krivka
prave dva extremdlne reguldrne body (p1, x1) = (—2,1) a (up, x2) = (2, 1)
(fy(F2,+£1) = 0 — na obrazku st to body, kde plnd krivka prechddza na
&arkovant). Co sa deje s rieSenim pri prechode hodnoty p cez hodnoty
—2 a 2? Stacionarne body na krivke v castiach, vyznacenych plnymi cia-
rami su stabilné (overte to!), na ¢iarkovanej Casti st nestabilné. Ked bude
najprv hodnota parametra y < —2, napriklad p = —3, potom pri tejto
hodnote parametra existuje jediny stacionarny bod x. Pri prechode pu cez
hodnotu —2 sa pocet stacionarnych bodov zvy3uje na 3, z ktorych sa dva
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Obr. 11: Zmena typu stability v extremalnom regularnom bode




krajné stabilné a prostredny je nestabilny. Ak by sme riesili diferencidlnu
rovnicu pri plynulej zmene parametra, ostalo by rieSenie v blizkosti povod-
ného stacionarneho bodu, ktory bol stabilny. Pri prechode i cez hodnotu
2 sa pocet stacionarnych bodov znovu zmeni na jeden. Avsak povodny
stacionarny bod zanikol a preto sa rieSenie (pri nezmenenej hodnote p)
dostane ku staciondrnemu bodu, ktory sa nachadza inde (tento prechod
je vyznaceny ciarkovane Sipkou dohora). V takomto pripade moéZeme ho-
vorit’ o tordej zmene stability, ked’ sa rieSenie meni prakticky skokom. Pri
dalsom zviacsovani hodnoty parametra p by sa uz nedialo ni¢ zaujimavé.
Naopak, pri jeho zmensovani, by sme pri spatnom prechode cez hodnotu
p = —2 boli znova svedkami ,,zmiznutia” stacionarneho bodu a prechodu
rieSenia na novy staciondrny bod (tento prechod je vyznaceny ¢iarkovane
sipkou dolu). V spodnej ¢asti obrazku 11 je zndzornené numerické rieSenie
rovnice
% =3x—x>+3 cos(t/5),

kde poslednym ¢lenom modelujeme zmenu parametra p. Bifurka¢né hod-
noty parametra p = £2 st vyznacené vodorovnou ¢iarou na spodnom
obréazku, spolu s priebehom (). Vidime, Ze x sa skuto¢ne meni priblizne
tak, ako sme to uvadzali, pravdaZe na zmenu situécie reaguje oneskorene.

3.1.3. Dvojité singuldarne body

Medzi uvedenymi singuldrnymi bodmi maja zvlastne postavenie dvojité
body. Uvazujme singuldrny stacionarny bod (o, xg). Potom krivky stacio-




nérnych bodov prechadzajtice tymto bodom musia vyhovovat’ rovnici

2f(1, %) = fun(Aw)® + 2 fl Ap Ax + f(Ax)? +o[(|Au| +]Ax])?] = 0,
(38)
kde Ap = p—po, Ax = x —xo, f, = fiu(to, xo0), atd. Ak nechdme
konvergovat’ (u, x) — (1o, Xo), prejde rovnica (38) na tvar

wo(dp)® +2 flhdudx + fi(dx)? = 0. (39)
Ozna¢me diskriminant D = (f})* — fil,, f/». Potom na zéklade (39) mo-
Zeme napisat’
fdp| ] i D
Sl e (40)
_dx x0l1,2 L ﬂu

alebo

(dx| ] Iy D
@‘ = =" Tl 72 (41)
L Hol1,2 XX xx

Zaujima nés len pripad D > 0 (preco?) a dalej moZzeme uvaZovat’ na-
sledujtice pripady:

(A) D > 0, f;, # 0 — vtedy existuju dve rozne doty¢nice ku krivke
f(u,x) = 0vbode (u, xp) s tangensami uhlov [du/dx)](x)1 2.

(B) D > 0, fll, = 0— vtedy fll, #0,

dx[2 flhdp + flhdx] = 0 (42)




a existuju dve rozne doty¢nice ku krivke f(u, x) = 0 v bode (po, xo)
s tangensami uhlov x}, (o) = 0 a py(x0) = — frr/2f/x-

V pripade D > 0 teda v okoli bodu (po, x¢) existuju dve rézne krivky,
definované implicitnym zadanim f(u,x) = 0. V pripade (A) st to dve
krivky u(x) a u® (x), v pripade (B) st to krivky x()(u) (pre ktoru je
x M) () = 0)a p@ ().

V knihe ( , ) je na strane 28 uvedend Veta 2 z ktorej
vyplyva, Ze v obidvoch pripadoch (A) aj (B) pri prechode parametra i cez
hodnotu py dochddza ku zmendm typu stability odpovedajticich stacionér-
nych bodov x(pt), pricom zmeny mézu byt’ len také, aké sti zndzornené na
obrazku 12. Plnou ¢iarou st vyznacené stabilné, ¢iarkovanou nestabilné
stacionarne body. Teda hodnota 1 je bifurkacna hodnota.

V nasledujucich kapitolach sa stretneme prave s pripadom, ked pri na-
rastajtcej hodnote parametra p sa pri prechode hodnotou pg jediny stabilny
staciondrny bod nahradi trojicou bodov, z ktorych dva budu stabilné a je-
den nestabilny. V diskrétnom pripade vznika tzv. zdvojenie periédy, ked’
sa jeden pevny bod zobrazenia f? ,roztroji “ — vtedy moZeme hovorit
tiez o bifurkdcii zrodu cyklu. KedZe sa povodny stacionarny bod zobrazeni f
a f?l zmeni na nestabilny, jeho , vetvu” pri vykreslovani bifurkaénych dia-
gramov nevidime. To mdZe viest’ k nazoru, Ze pocet stacionarnych bodov
sa zdvojnésobil.




Obr. 12: MoZné zmeny typu stability stacionarnych bodov




3.2. Bifurkacie v dvojrozmernych dynamickych
systémoch

Uz pri skiimani bifurkacii v jednoparametrickom jednorozmernom pripa-
de moze nastat’ velké mnozstvo situdcii. Pri prechode na vyssie dimenzie
sa situdcia moZe len skomplikovat’ Preto v tejto ¢asti budeme postupovat’
,skromnejsie”. Uvedieme vetu, ktora predstavuje jeden z najzaujimavejsich
vysledkov a ilustrujeme ju na prikladoch.




Veta (o Hopfovej bifurkacii). Nech systém s jednym parametrom

X1 = f1(u, x1,x2),

X2 = fo(p, x1,%2), (*3)

ma staciondrny bod v zaciatku stiradnicovej stistavy x = 0 pre vSetky
hodnoty redlneho parametra p. Iv)alej nech pri yu = pg st vlastné hodnoty
A1(u), A2(p) linearizovanej stistavy rydzoimagindrne. Ak pre redlne Casti
vlastnych hodnét plati podmienka (d/du){Re[A1 2(1)]} =y, > 0abod 0
je asymptoticky stabilny stacionarny bod pri u = pp, potom plati:

a) 1 = U je bifurkacnd hodnota systému;

b) existuje taky interval (u1, to), Ze prip € (u1, Ho) je zadiatok suradnic
stabilné ohnisko;

) existuje taky interval (po, 12), Ze pri u € (uo, H2) je zatiatok surad-
nic nestabilné ohnisko obkltcené limitnym cyklom, ktorého rozmer
narastd pri narastani p.

Dokaz. Veta je uvedend v knihe ( , ), kde sa tiez
pise, Ze ddkaz vychddza za rdmec knihy:. ]

Poznamka 3.4. Uvedeny jav sa zvykne tieZ nazyvat’ Hopfova bifurkdcia
zrodu cyklu alebo aj mikkd strata stability rovnovaZzneho bodu systému asi aj
preto, ze rozmer limitného cyklu je radovo /¢, akje ¢ = p — g vzdialenost’
parametra od bifurka¢nej hodnoty. Teda zmenou vonkajsich podmienok




(parametra) sa d4 dosiahnut’ to, Ze systém ,,0Zije” (objavia sa kmity). Kmity
vznikaja nielen v mechanike, ale aj inych oblastiach, napriklad v chémii.

Priklad 19. Dokazme, Ze stistava s parametrom

X1 =pxp —2x —2x1 (3 4+ 23)?,

44
X =22x1 + pxa — xp (¥ 4 x3)?, (49

mé Hopfovu bifurkéciu pri hodnote parametra u = 0.

RieSenie. Je potrebné overit’ splnenie podmienok vety o Hopfovej bifurka-
u —2
2

p £ 2i. Pri p = 0 st teda vlastné hodnoty linearizovanej ststavy rydzoi-
maginarne. Derivécia realnych zloZziek vlastnych hodnot podla parametra
i je rovna 1. Dalej je zrejmé, Ze bod 0 je stacionarny pre vietky hodnoty
parametra p. Ostava overit’ splnenie jeho asymptotickej stability pri u = 0.

cii. Matica linearizovanej ststavy je ama vlastné hodnoty A, =

Uloha 22. Pomocou funkcie Ljapunova V(x1,xp) = x2 + x3 overte, Ze
pri p = 0 je nulové rieSenie stistavy (44) asymptoticky stabilné. o

Priklad 20. Uréme bifurka¢né hodnoty Van der Polovej rovnice

itpu(®-1)x+x=0.




RieSenie. Rovnicu napiSeme v tvare sustavy

X1 = X2,
. (45)
Xy = —x1 — p(x3 —1)xo.

_(1) ; } a jej charakteristicka rovnica
je A2 — A +1 = 0. Vidime, Ze pri zdpornych u bude zadiatok asympto-
ticky stabilny a pri kladnych p bude nestabilny. Preto je 1 = 0 bifurka¢na
hodnota. Vlastné hodnoty A1, = (u =+ /p? —4)/2. Vbode nu = 0 su teda
splnené vsetky podmienky vety o Hopfovej bifurkécii s viynimkou asymp-
totickej stability nulového rieSenia pri u = 0.

Matica linearizovanej stistavy je {

Uloha 23.  Aky typ stability ma Van der Polova ststava pri p = 0? Nu-
merickym rieSenim overte, Ze aj pri nesplneni podmienky asymptotickej
stability, vznika aj pri Van der Polovej rovnici limitny cyklus.

[ ]

Uloha 24. Zobrazte fazové portréty stistavy s parametrom danej rovni-

cami X1 = uxy, X = —xp pri zdpornych, nulovej a kladnych hodnotéach

parametra L. °
Dalsie podrobnosti moZete najst, napriklad, v knihach (

4 7 7 7 7 )'




Celd veda je zapisand v tejto ohromnej knihe — mdm na mysli

Vesmir, — ktord je pre nds vZdy otvorend, ale ktori nie je

mozné pochopit, bez naucenia sa rozumiet’ reci, v ktorej je napisand.

A napisand je v jazyku matematiky, jej pismenami sti trojuholniky, kruzZnice
a dalie geometrické tvary, bez ktorych clovek nie je schopny pochopit’

co len jedno jej slovo; bez nich sa vZdy podobd na bliidiaceho v tme.

Galileo Galilei, 1623 ( , ).

4. Mnoziny a zobrazenia

V tejto kapitole, spracovanej najma podla knihy ( , ), uve-
dieme definicie niektorych pojmov teérie mnoZin a zobrazeni, ktoré vy-
uzijeme v ostatnych castiach. Niektoré tvrdenia dokaZeme najmaé preto,
aby sa Citatel zoznamil so spdsobom uvazovania, charakteristickym pre
tato oblast’ matematiky.

4.1. Metrické priestory, konvergencia a tplnost’

Uvazujme lubovolni mnozinu X. Ak mé mnoZina X viac prvkov, je uZi-
tocné zaviest’ nejaky sposob na meranie ich ,odlisnosti” alebo vzdialenosti.
Z praxe vznikli niektoré poziadavky, ktorym by malo toto meranie vyho-
vovat’ a prave tieto poziadavky sa stali zdkladom nasledujticej definicie
metriky.




Definicia 17. Metrikou na mnozine X sa nazyva redlna funkcia d(x, y),
definovand na kartezidnskom stcine X x X a spliiajtca nasledujtce axi-
omy:

(]

(x,y) 20 prevsetky x,y€ X;

(x,y) = d(y, x);
(x,y) = d(x,z) +d(z,y) pre vietky x, y, z € X (trojuholnikova
nerovnost).

d

e d(x,y) =0 pravevtedyak x=y;
d

o d

Pozniamka4.1. Porozmyslajte, o znamenaju tieto axiémy v beZnej praxi.

Definicia 18. Dvojica (X, d) sa nazyva metricky priestor.
Priklad 21. (R,d), kde d(x,y) = |x — y| je metricky priestor.

Priklad 22. (R",dq), kded;(x,y) = {‘, e —ykl, x = (x1,...,%n), y =
k=1

(y1,---,Yn), je metricky priestor. Tato metrika sa najma v priestore R?
nazyva manhattanskd — preco asi?

Priklad23. (R",d;), kded,(x,y) = i |xx — yk|?, je metricky priestor.
k=1

Tato metrika je ndm dobre zndma euklidovskd metrika.




Priklad 24. (R",dy), kde dw(x,y) = max |xx — Yl je metricky pries-
1=k=n

tor. Tato metrika sa nazyva maximum metrika.

Priklad 25. Nech X = V je lubovolna kone¢na mnozina bodov — vr-
cholov stvislého neorientovaného grafu. Dalej nech H je mnoZina hrén,
spajajucich vrcholy mnoziny V. Z predpokladu suvislosti vyplyva, Ze
medzi kazdymi dvoma bodmi V existuje spojenie po hrandch mnoziny H.
Potom d(vy,vp) = {minimdlny pocet hrin, ktoré musime prejst, aby sme sa
z vrcholu vq dostali do vrcholu vy} je metrika na X.

Uloha 25. Dokazte, ze funkcia d z prikladu 25 spliia axiémy metriky. o

Poznamka4.2. Existujt aj pojmy normovany priestor a euklidovskyj priestor
so skalarnym stc¢inom. Kazdy euklidovsky priestor sa da chapat” ako nor-
movany priestor a kazdy normovany priestor je mozné dalej chapat’ ako
metricky priestor. Pojem metrického priestoru je teda vSeobecnejsi. Este
vSeobecnejsi je pojem topologického priestoru.

Pojem metriky je velmi uzitotny a sluzi ako zaklad na definovanie
dalsich pojmov, ku ktorym teraz pristupujeme. Dalej budeme predpokla-
dat) Ze operujeme v nejakom metrickom priestore (X, d).

Predpokladame, Ze citatel ma uz svoje predstavy o tom, ¢o je prvok
(bod) mnoziny, prienik a zjednotenie mnoZzin.




Definicia19. Doplnkom mnoZiny A do mnoZiny X nazyvame mnozinu
X\ A tych prvkov mnoziny X, ktoré nepatria do A.

De Morganove pravidla sa daji zapisat’ v tvare:

X\(AUB) = (X\A) N (X\B),
X\(ANB) = (X\A) U (X\B)

a platia aj pre I'ubovolné zjednotenia a prieniky mnozin
X\UZ =n{(X\E): E€ 1},
X\NI =U{(X\E): E€Z}.

Definicia 20. Mnozinu G,(s) = {x € X : d(x,s) < r} budeme nazyvat’
otvorenou gulou so stredom s a s polomerom r.

Poznimka 4.3. G,(s) sa zvykne tieZ nazyvat’ r-okolie bodu s a oznacuje
sa ako O, (s).

Definicia 21. MnoZina A sa nazyva otvorenou, ak pre kazdy bod x € A
existuje také okolie O, (x), ktoré celé patri do A: O,(x) C A.

Definicia 22. Tubovolna otvorend mnozina, obsahujica bod x, sa na-
zyva okolie bodu x.

Pozndmka 4.4. Prioverovani otvorenosti mnoziny sa moze pouzit’ okolie
namiesto r-okolia.




Definicia23. Doplnokbodu x v jeho okoli, budeme nazyvat’ prstencové
okolie bodu x.

Poznamka 4.5. Prstencové okolie je teda okolie, bez samotného bodu x.

Veta. Zjednotenie Iubovolného poc¢tu otvorenych mnozin je otvorena
mnozina.
Doékaz. Oznatme Z = |JE,, kde E4 st otvorené mnoZiny. Vezmime lu-

(24
bovolny prvok x € Z. Potom tento prvok patri do niektorej z mnozin E,,
napriklad do E,+. KedZe E,+ je otvorena, spolu s prvkom x obsahuje aj
nejaké jeho okolie O(x). Teda O(x) C E4+ C Z, preto aj mnoZzina Z ob-
sahuje spolu s Iubovolnym svojim prvkom aj nejaké jeho okolie, a teda je
otvorena. n

Veta. Prienik kone¢ného poctu otvorenych mnozin je otvorend mno-
Zina.

Priklad 26. Uvazujme mnozinu intervalov Iy = (—1/k,1/k), k € N.

(0]
Potom () Iy = {0}. Tento priklad ukazuje, Ze prienik nekone¢ného poctu
k=1
otvorenych mnozin (I st otvorené) nemusi byt” otvorena mnozina.

Definicia 24. Priemerom alebo diametrom mnoZiny A sa nazyva hod-
nota
diam (A) = 6(A) = sup{d(x,y): x,y € A}.




Definicia 25. MnoZina A sa nazyva ohranicenou prave vtedy, ak plati
diam (A) < oo.

Definicia 26. Postupnost’ {x,}°° ; prvkov priestoru (X, d) konverguje
k bodu x* € X prave vtedy, ak pre kazdé ¢ > 0 existuje taky index
N(e) € N, ze pre vetky indexy n > N(¢) plati

d(xp, x*) <e,

¢o zapisujeme tiez lim x, = x* alebo x, — x*.
n—oo

Poznamka 4.6. Konvergencia je ,intimna” vlastnost’ danej metriky. Ta
istd postupnost’ moze v jednej metrike konvergovat’a v inej nie!

Definicia 27. Postupnost’ {x,}$° ; prvkov priestoru (X, d) budeme na-
zyvat’ fundamentdlnou alebo Cauchyovskou préave vtedy, ak pre kazdé
¢ > 0 existuje taky index N(¢) € N, Ze pre vSetky indexy m,n > N(e)
plati

d(xp, xm) < €.

Definicia 28. Metricky priestor (X, d) sa nazyva tdplny prave vtedy, ak
kazda fundamentélna postupnost’ konverguje, teda ak pre kazdu funda-

mentélnu postupnost’ {x, }° ; existuje také x* € X, ze lim x, = x*.
n—oo




Veta (o dplnosti priestoru R"). Priestor R" s 'ubovolnou metrikou
definovanou vyssie (pripadne s inou im ekvivalentnou metrikou) je tplny.

Definicia 29. MnoZina A C X sa nazyva uzavretd prave vtedy, ak
z lim x, = x* vyplyva, Zze x* € A.

n—oo
Poznamka 4.7. Uzavretd mnoZina teda obsahuje limitné body vsetkych
svojich konvergentnych postupnosti, teda pomocou limitného prechodu
nemoZeme odist’ mimo mnoziny A.

Poznidmka4.8. Taista mnoZina A moze byt uzavreta v priestore (X, d1) a
sucasne neuzavreta v priestore (X, dp). Takéto situdcie moZzu nastat’ v prie-
storoch funkcii, ktoré maji nekone¢nt dimenziu.

Veta. Prienik Iubovolného poctu uzavretych mnozin je uzavretd mno-

Zina.

Doékaz. Ozna¢me Z = () E,, kde vSetky E, st uzavreté mnoZiny. Vez-
[24

mime lubovolnt konvergentnti postupnost’ {x,}5°; C Z a oznalme

lim x, = x* € X. Potom tato postupnost’ {x,}>° ; patri kaZzdej mnoZine
n—oo

E.. Ked’Ze je konvergentna a E, st vietky uzavreté, plati, ze x* € E,. Teda
x* € Z =) E4. Preto je aj mnoZina Z uzavreta. |
[2¢

Veta . Zjednotenie konecného poctu uzavretych mnoZzin je uzavreta
mnozina.




Priklad 27. UvaZujme mnozinu intervalov Iy = (0,1 —1/k), k € N.
(0.9]
Potom U Iy = (0, 1). Tento priklad ukazuje, Ze zjednotenie nekone¢ného
k=1
poctu uzavretych mnozin (I st uzavreté) nemusi byt uzavreta mnozina.

Veta. Mnozina A C X je uzavretd prave vtedy, ak je mnozina X\A
otvorena.

Priklad 28. Prazdnamnozina() C X amnoZina X st otvorené a uzavreté
stcasne! Zaroven su to jediné dve mnoziny, ktoré st sticasne otvorené aj
uzavreté.

Uloha 26. Overte tvrdenie prikladu 28. o

Definicia 30. Prienik vSetkych uzavretych mnoZin obsahujtcich mno-
zinu A sa nazyva uzaver mnoziny A a oznacuje sa A.

Poznamka 4.9. Na zédklade vyssSie uvedenej vety je uzdver mnoZiny A
uzavreta mnozina.

Definicia 31. Zjednotenie vSetkych otvorenych podmnoZzin mnoziny A
sa nazyva vnutro mnoziny A a oznacuje sa A° alebo In A.

Poznamka 4.10. Vnitro mnoZziny A je otvorena mnoZzina.

Definicia 32. Budeme hovorit, Ze mnoZina B je hustd v mnozZine A
prave vtedy, ak BC A C B.




Priklad 29. Mnozina racionalnych ¢isel Q je husta v mnozine redlnych
¢isel R.

Definicia 33. Hranica mnoziny A sa oznacuje dA a definuje sa nasledu-
jicim spdsobom: )
0A = A\A°.

Definicia 34. MnoZina A C X sa nazyva kompaktnd, ak sa z kazdej
postupnosti prvkov A da vybrat’ podpostupnost, konvergujica ku prvku
A.

Veta (o kompaktnych mnozinach R"). Mnozina A C R" je kompaktnd
prave vtedy, ak je ohranicend a uzavretd.

Definicia 35. Bod x mnoZiny A sa nazyva izolovany bod préve vtedy,
ak existuje jeho prstencové okolie, neobsahujtice body mnoziny A.

Definicia 36. Mnozina sa nazyva dokonald prave vtedy, ak je uzavreta
a neobsahuje izolované body.

Poznamka 4.11. Dokonald mnoZzina je napriklad uzavrety interval (0, 1).
S dal$imi dokonalymi mnoZinami (napr. s Cantorovou mnozinou) sa stret-
neme neskor.




Definicia 37. MnoZina A sa nazyva suvisld prave vtedy, ak sa neda
zapisat’ v tvare zjednotenia dvoch neprazdnych mnoZin B a C, takych, Ze
BNC = @ aCnN B = (. Komponenta stivislosti mnoziny A je taka suvisla
podmnoZzina mnoziny A, ktord nie je (vlastnou) podmnoZinou Ziadnej
inej stivislej podmnoziny A.

Definicia 38. Budeme hovorit, Ze mnoZina A je Gplne nestvisla prave
vtedy, ak st jej komponenty stivislosti jednobodové mnozZiny.

Poznamka 4.12. Trochu predbehnime vyklad a uvedme, ze Cantorova
mnozina sa da charakterizovat’ tromi vlastnostami: je kompaktnd, dokonald
a tiplne nestivisld.

4.1.1. Hausdorfova metrika a Gplnost’ priestoru kompaktnych mnozin

Nedajte sa odradit’ od dalsieho ¢itania privalom definicii predchadzajucej
Casti.

Kompaktné mnoziny zohraju v nasej knizke eSte vyznamnu tlohu pri
definovani pojmu konvergencie mnoZin. Preto sa v tejto casti zoznamime
so Specidlnym metrickym priestorom, v ktorom ako prvky (body) budua
uvazované kompaktné podmnoziny R", a v ktorom ,, panuje” Specidlna —
Hausdorfova — metrika.

Pristapime k vybudovaniu tohoto pojmu.

Budeme uvaZzovat’ priestor X = K = {mmnoZina vsetkijch kompaktnych
mnoZin R"}.




Definicia 39. Dilataciou mnoziny E C R" s polomerom r sa nazyva
vektorovy stucet mnoziny E a uzavretej gule G,(0), ¢o budeme zapisovat’

E+r=|J{G/(x): x € E}.

Definicia 40. Nech E a F st neprazdne kompaktné podmoziny R".
Hausdorfova vzdialenost’ H(E, F) kompaktov E a F je

H(E,F) =min{e >0: ECF+¢c¢aF CE+¢}. (46)

Poznamka 4.13. Ako vidime z definicie, ku Hausdorfovej vzdialenosti
dvoch mnoZin E a F sa dopracujeme tak, Ze zvolime nejaky polomer ¢ a
obideme kruhom s tymto polomerom mnoZinu E a mnoZzinu F (v praxi
vacsinou ich hranice). Ak pri obchadzani E pokryjeme celt mnoZinu F a
naopak, potom moéZeme ¢ zmensit, ak nepokryjeme jednu z mnoZin, potom
musime ¢ zvacsit. Hladame také ¢, pri ktorom ,,prave” pokryjeme obidve
mnoziny.

Ku Hausdorfovej metrike (46) sa mdzeme dopracovat’ aj nasledujticim spdsobom:
ak ozna¢ime p(x, F) = min{d(x,y) : y € F} ,vzdialenost” bodu x od mnoZiny F potom
D(E,F) = max{p(x,F) : x € E} bude odchylka mnoziny E od mnoziny F. D(E, F) #
D(F, E) o ¢om sa moZete presvedcit, ak si napriklad vedla seba nakreslite dva podobné
ale nerovnako velké objekty E a F. Potom bude platit*

H(E,F) = max{D(E,F),D(E,E)}.




Veta (o Hausdorfovej metrike). Vzdialenost” dvoch kompaktov E a F
definovana vztahom (46) spfﬁa axiomy metriky na mnoZine /C.

Dokaz. Je uvedeny v prilohe knizky ( , )- |

KedZe (K, H) je metricky priestor, mdZeme v fiom uvaZovat’ konver-
genciu postupnosti. Teda postupnost’ kompaktnijch mnoZin E, nazveme kon-
vergentnou, ak existuje takd kompaktnad mnoZina E, Ze plati:

lim H(E,, E) =0.

n—oo

Veta. Nech E,, n = 1, 2, 3, ...st neprazdne kompaktné mnoziny,
pricom plati
Ey2E; 2E; 2.

Nech

(0.¢]

E= () En

n=1

Potom E je neprazdna a kompaktna mnoZzina a plati

lim E, = E

n—oo

v Hausdorfovej metrike.




Veta (o tplnosti priestoru kompaktnych mnozin v Hausdorfovej met-
rike). Nech K je mnoZina vSetkych kompaktnych podmnozin R" a H
je Hausdorfova metrika. Potom je metricky priestor (/C, H) dplny.

Dokaz. Dokaz je zaujimavy a da sa néjst” v knihe ( , )-Je
zaloZeny na tom, Ze pre fundamentalnu postupnost’ kompaktnych mnozin
Ay sa definuje nova postupnost’ kompaktnych mnozin

E,=(AyUA, 1UA, U ).

(0.°]
Tieto st do seba vloZené a preto existuje ich limita E = ()| E,. Na zaver sa
n=1

(0.¢]
dokaze, ze E = () Aj.
n=1
Poznamka 4.14. Veta o tplnosti priestoru kompaktov sa vyuziva pri d6-
kaze existencie fraktdlov, ktoré sa definuji pomocou postupnosti takzva-
nych predfraktalnych mnoZin, ktoré st kompaktné.

4.2. Zobrazenia

V tejto casti sa budeme venovat’ zobrazeniam mnoZiny X do mnoZziny
(alebo na mnozinu) X, teda zobrazeniam f : X — X. Takéto zobrazenia sa
tiez zvykna nazyvat’ operatory v X. Kazdému vzoru x € X zobrazenie f
priradi prave jeden obraz y € X, ¢o zapiSeme ako y = f(x). Medzi bodmi
priestoru X z hladiska zobrazenia f zohravaja vyznamnu tlohu pevné body
zobrazenia.




Definicia 41. Bod x sa nazyva pevnym (fixnym) bodom zobrazenia f
préave vtedy, ak plati
f(x) = x.

Pevné body zobrazeni hraja dolezita tlohu v numerickej matematike,
tedrii operatorov a ako sa neskor presvedéime aj pri zdévodneni existencie
takych matematickych objektov, akymi st fraktaly.

KedZe obrazy operétora f st znova prvkami mnoziny X, méZeme ku
nim znovu pouZzit’ tento operator. Takze spolu s operatorom f st na X
definované aj operatory fl2, f13, ... ktoré budeme nazyvat’ iterované
zobrazenia, pripadne iterované operatory, a ktoré st definované nasledu-
jucim sp6sobom

f[”](x) =f(f(...(f(x))...)), prekazdéx € X.

S iterovanymi zobrazeniami sa eSte stretneme neskor.
4.2.1. Kontraktivne zobrazenia. Banachova veta o pevnom bode

Definicia 42. Nech (X, d) je metricky priestor. Zobrazenie f : X — X
sa nazyva kontraktivne prave vtedy, ak existuje také ¢&islogq, 0 < g < 1,
nazyvané koeficient kontrakcie, Ze plati

dlf(x), f(y)] = qd[x,y]  prekazdéx, y € X. (47)




Pozndmka 4.15. Ak je dand uzavreta podmnozina A C X (v tom pripade
bude aj (A, d) definovat’ metricky priestor) taka, ze f : A — A, mOZeme
definovat’ kontraktivnost’ na mnozine A.

Veta (Banachova o pevnom bode). Nech (X, ) je tiplny metricky pries-
tor. Nech f : X — X je kontraktivne zobrazenie s koeficientom kontrak-
tivnosti q. Potom plati:

1. Existuje prave jeden pevny bod x* € X zobrazenia f.

2. Pre kazdé xy € X konverguje postupnost’ {x, }°° ; definovana ite-
ra¢nym vztahom

xn = f(xp-1), n=1,2,...,
ku pevnému bodu zobrazenia, teda

lim x, = x*.
n—oo

3. Plati odhad nepresnosti

n
i i
d(xp, x*) < T4 d(x1,x9) alebo d(x,, x*) = g d(xn, xn—1).
Dékaz. Vzhladom na dolezitost’ dokaz uvedieme, mozZe tiez zaujat’ tych, ktori sa ne-
uspokoja len stthrnom pouciek a chcti vediet” ako ,veci funguja”. Najprv dokazeme, ze
postupnost’je fundamentalna. Spolu s tiplnostou priestoru X to bude znamenat’ existenciu




limity x*. Na zaklade trojuholnikovej nerovnosti plati
dlxy, x1] = d[f (x1), f(x0)] < qd[x1,%0],

dlx3, %3] = d[f(x2), f(x1)] £ qd[x2, 1] S g7 d[x1, %), ...,
a teda aj
A[xpt1, %] < q" d[x1, x0).
Dalej plati
d[anrp/ xn] g d[anrp/ xn+p—1] + d[xn+p—1/xn] g - é

= d[x”JFP’ x"JrP*l] + d[anrpflr xn+p72] FeooSF d[xn+2, xn+1] + d[xn+lrxn] <
n
1—

KedZe g < 1, pre lubovolné ¢ > 0 bude pre dostato¢ne velké n a [ubovolné p € N platit’
d[xXn+p, xn] < €, €o dokazuje fundamentélnost’ postupnosti {x,}>; a existenciu limity
lim x, = x*

n—oo
Dalej ukézeme, Ze limita x* postupnosti je pevny bod.
0 =dlx", f(x*)] = d[x, xu] +dxn, f(xn)] +d[f (xn), f(x7)] =
S (1+9q)dx, xn] +d[xn, xp01] S (1+9) d[x*, xn] + g" d[x1, x0].
Ak na pravej strane predchadzajticej nerovnosti urobime limitny prechod n — oo a vy-
uZijeme fakt, Ze nlim d[x*, x,] = 0 (preco?), dostaneme
—00

0Sdly, fx) S0 & x=f@).

UkaZeme, Ze nemdzu existovat’ dva rozne pevné body. Nech x] a x5 st pevné body.
Potom:

< [‘1"+p_1+"‘+’1n+l+qn} dlx1, xo] = [ “+q +q+1]q d[x1,x0] = d[x1, x).

0 = d[x, %3] < qdlxq, %3],




a teda
(9—1)d[x],x3] 2 0.

KedZe g < 1, musi byt d[x},x}] < 0 a teda d[x}, x5] = 0. Teda x] = x3.
Na zaver dokaZzeme odhady uvedené v bode 3.
d[x*, xn] < d[x*, xpi1] + d[xni1, %] S qd[x*, x0] + g d[oxn, x0-1],
a teda
(1—q)d[x*, x,] £ qd[xn, x,_1].
Odtial

n

A, xn) € 1 ey, xu_q] < 1

1_q 1_qd[x1/x0]'

Priklad 30. UkaZeme, ako sa d4 Banachova veta o pevnom bode vyuZit’
pri rieSeni nelinearnej rovnice g(x) = 0. Rovnicu upravime na tvar x =
f(x), napriklad x = Ag(x) + x, A # 0. Pevny bod zobrazenia f je zrejme
rieSenim rovnice g(x) = 0. Ak je funkcia f(x) diferencovatelna, potom
na zéklade Lagrangeovej vety moZeme pisat’

f@) = fWI=1f O] lx—yl, &=x+6(y—x), 8€(01).

Ak bude |f'(x)] < 1 na nejakom intervale obsahujiucom pevny bod a
interval sabude zobrazovat’'do seba, bude zobrazenie f na tomto intervale
kontraktivne. Preto hladané riesenie — pevny bod f — ziskame ako li-
mitu iteraénej postupnosti x, = f(x,_1).




Poznamka 4.16. O vyuZiti Banachovej vety o pevnom bode pri rieSeni
nelinedrnych rovnic a stistav rovnic sa docitate viac v skriptach (

4 )'

4.2.2. Afinné zobrazenia

Medzi linedrne zobrazenia v R", reprezentované maticou zobrazenia A,
moZeme zaradit’ také zobrazenia ako rotdcia, rozne druhy skdlovania (zmen-
Sovania alebo zvicSovania jednotiek), symetrické zobrazenie voci priamke, pre-
chadzajiicej zaciatkom stiradnicového systému alebo premietanie na priamku, pre-
chadzajiicu zaciatkom stiradnicového systému. UZ také jednoduché zobrazenie,
akym je posun, nepatri medzi linearne. Vzhladom na doéleZitost’ tychto
zobrazeni bol zavedeny pojem afinného zobrazenia.

Definicia43. Zobrazenie v R", ktoré pozostava z linedrneho zobrazenia
a nasledného posunu nazyvame afinné zobrazenie.

Kazdé afinné zobrazenie T v R" je teda reprezentované maticou linear-
neho zobrazenia A a vektorom posunutia p € R":

T(x)=Ax+p, x € R". (48)

Priklad 31. Uréme zobrazenie v R? tak, aby sa jednotkovy $tvorec
1. kvadrantu (O4pcp, kde body A = (0,0)T, B = (1,0)T, C = (1,1)7,
D = (0,1)T) zobrazil na jednotkovy $tvorec 3. kvadrantu.




RieSenie. RieSenie tilohy je nejednoznacné. Jednym z rieSeni je zobrazenie
— obycajny posun — reprezentované nasledujicim zapisom

=0 1] 5]+ )

Overte spravnost’ rieSenia.

Uloha?27. Uréte dalsie afinné zobrazenia, ktoré st riesenfm prikladu 31.
([ ]

Poznamka 4.17. Hoci existuje viac zobrazeni, ktoré jeden Stvorec trans-
formujt na iny, tieto zobrazenia budu rézne. Prejavi sa to v tom, Ze iné
objekty buda transformovat’ r6znym spdsobom.

Ako sme uZz spomenuli, afinné zobrazenie nie je linedrne. Ovsem ak pries-
tor R" vnorime do priestoru R"*1 a to tak, Ze ku zlozkam vektoru x = (x1,
e, xn)T priddme zlozku x,11 = 1, mO0Zeme sa presvedcit, Ze existuje li-
neérne zobrazenie v R"*1, ktoré sa vo vnorenom R" prejavuje ako afinné.
UvaZujme nasledujtice zobrazenie R"*1, reprezentované tvorcovou mati-

cou
< Ap
A=l 7]

rozmeru 1 + 1. Dostavame

JHE R H




Priklad 32. Zaujimavé st zobrazenia, ktoré maja spolo¢ny nazov izo-
metrie. SU to zobrazenia, pri ktorych sa vzdialenost’ dvoch vzorov rovna
vzdialenosti ich obrazov. Patri medzi ne napriklad afinné zobrazenie, po-
zostavajlice z rotacie (reprezentovanej tzv. ortogonalnou maticou) a na-
sledného posunu — toje typickd operécia, ktord moze vykonavat’ rameno
manipulatora. Preto byvaja jednotlivé tkony manipulatora v trojrozmer-
nom priestore reprezentované maticou radu 4, kde v 'avom hornom rohu
je umiestnena matica rotacii, v prvych troch riadkoch 4. stfpca je vektor
posunutia a v pravom dolnom rohu je umiestnena jednotka.

Priklad 33. To isté zobrazenie stiicasne moZze byt’ aj nebyt” izometriou,
pretoZe tato vlastnost’ stivisi s metrikou. Napriklad rotéacia, spominana
vysSie, bude izometriou pri pouZiti euklidovskej metriky, ale nebude izo-
metriou pri pouZiti manhattanskej alebo maximum metriky.

Uloha 28.  UkéZte, Ze rotacia v priestore R? nie je izometria pri pouZiti
manhattanskej ani maximum metriky. .

Vzhladom na to, Ze nasa predstava o podobnosti objektov je taka, Ze
rotacia ani posunutie podobnost’ neovplyviiujt, nasledujtica definicia po-
uziva euklidovska metriku.




Definicia44. Uvazujme metricky priestor (R", d»), kded; je euklidovska
metrika. Zobrazenie S : R" — R" sa nazyva zobrazenie podobnosti
s koeficientom podobnosti r (r > 0) prave vtedy, ak plati:

d[S(x),S(y)] =rda[x,y] prevsetky x,yecR"

Veta (o podobnosti). Zobrazenie podobnosti S : R" — R" s koeficien-
tom podobnosti r > 0 je afinné zobrazenie tvaru

S(x) =rQx+b, (49)
kde Q je ortogonélna matica a b € R" je stlpcovy vektor.
Dokaz. Néjdete ho v knihe ( , ) spolo¢ne s definiciou orto-
gonélnej matice. |

Veta (o kontraktivnosti zobrazenia podobnosti). Zobrazenie podob-
nosti S : R" — R" s koeficientom podobnostir > 0 je kontraktivne prave
vtedy, akjer < 1.

Dokaz. VyuZijeme fakt, Ze

n
d3(x,y) =llx—yllE =1/ ¥ Ix— vl
\ i=1

Q - x||2 = ||x]|2. Potom na zaklade

pri¢om pre ortogonalnu maticu Q plati




predchadzajuicej vety plati
d2[S(x), S(y)] = 1S(x) =S(W)ll2 = [r Q(x = y)ll2 =
=rlx=yl2=rdafx yl. .

Pozndmka 4.18. Afinné zobrazenia hrajua dodleZitt tlohu aj v oblasti po-
¢itacovej grafiky, kde sa ¢asto zvacsuja alebo zmensuju rdozne ,,0knd”, pri-
padne sa navyse postivaji a otacaju.

4.2.3. Systémy iterovanych funkcii

Systémy iterovanych funkcii (SIF) patria medzi najzaujimavejsie a najhlb-
Sie uspechy pri konstruovani fraktalov. Ako sa uvadza v knihe (
, ), matematické aspekty SIF rozpracoval J. ( )a
M. ( ) méa rozhodujtci podiel na tom, Ze sa samotna metéda
stala znamou.
UvaZujme teraz mnozinu kontraktivnych zobrazeni R” — R'":

T s koeficientom kontraktivnosti r; < 1,

T> s koeficientom kontraktivnosti r, < 1,

T, s koeficientom kontraktivnosti r,, < 1.




Nech (I, H) je priestor vSetkych neprazdnych kompaktov R” s Hausdor-
fovou metrikou H.

Definicia 45. Zobrazenim Hutchinsona T : K — K budeme nazyvat’
zobrazenie, definované nasledujticim spdsobom:

T(E) = T{(E)UT»(E)U---UTu(E), EcK. (50)

Definicia46. Systémom iterovanych funkcii sa nazyva mnoZina vyssie
uvedenych zobrazeni spolu s iteraénym procesom

Ey = kompaktna mnozina (l'ubovolna)
E1 = T(Eyp),
E, = T(Eyp),

En — T(Enfl)/

Zakladnou tlohou tedrie SIF je skiimat), za akych okolnosti SIF urcuje
limitnd mnoZinu E:
E = lim E,,

n—oo

v zmysle konvergencie v Hausdorfovej metrike.




Veta (o kontraktivnosti zobrazenia Hutchinsona). Zobrazenie T, defi-
nované na zéklade (50) je kontraktivne zobrazenie na K s Hausdorfovou
metrikou. Jeho koeficient kontraktivnosti sa rovna

r=max{ry, 72, ..., m}-

Dokaz. Je uvedeny v knihe ( , )- [

Na zéklade Banachovej vety o pevnom bode plati nasledujtca veta,
tykajtca sa SIE.

Veta (o konvergencii postupnosti SIF). Nech Ty, T, ..., Ty, je postup-
nost’ kontraktivnych zobrazeni v R". Pre lubovolnt zaciatoéni mnoZinu
Ey € K, systém iterovanych funkcif

E,=T(E,.1), n=12, ...,

kde T je zobrazenie Hutchinsona (50), konverguje v Hausdorfovej me-
trike k jedinej mnozine E € K. Mnozina E sa nazyva atraktorom SIF a
mozeme zapisat’
E = lim TM(Ey).
n—oo

Poznamka 4.19. Ostaneme pri tomto zauzivanom nazve, hoci by sa moz-
no hodilo hovorit’ o iterovanych mnoZinéch.

Dokaz. Dokaz vyplyva z predchddzajticej vety o kontraktivnosti zobraze-
nia Hutchinsona. Banachova veta uz dokazuje existenciu aj jednoznac¢nost’




limity postupnosti — pevného bodu E zobrazenia T. |

Poznamka 4.20. KedZe v pripade Ey = xy € R" st splnené podmienky
vety o konvergencii, pretoZe jediny bod je kompaktna mnoZina, moZze sa
itera¢ny proces SIF odstartovat’ z lubovolného bodu xp € R™.

Uvedeny itera¢ny proces SIF je tzv. deterministicky, ndhodny je len
sposob vyberu Ej, ¢o nijako neovplyvni vysledok. V knihe ( ,

) je popisany spdsob pouZitia SIF na vytvaranie zobrazeni fraktalov
pomocou pocitaca.

Na zobrazenie fraktélov sa pouziva aj tzv. ndhodny (randomizovany)
algoritmus, jednoduchsie realizovatelny na pocitaci, nazyvany tiez hra
»Chaos”. Namiesto toho, aby sa na kazdom kroku pouZili vietky zobraze-
niaTq, T, ..., Ty, pouzije sana kazdom kroku len jedno ndhodne vybrané.
Ak za¢neme iterovat’zjedného bodu x(, na kazdom kroku dostdvame jeden
bod x;,. V knizke ( , ) sa uvadza, Ze po niekolkych itera-
ciach za¢inajt body x, zapltiat’ atraktor E. Program nahodného algoritmu
je uvedeny v prilohe.




Pravdepodobne by pre nds vsetkych bolo ovela lepsie,

keby nielen pri vijucbe alebo vo vedeckej prici,

ale aj v kaZdodennom politickom a ekonomickom Zivote

¢o najviac ludi pochopilo, Ze jednoduché dynamické systémy
nemusia viest’ ku jednoduchému sprivaniu.

May, 1976 ( , ).

5. Jednorozmerné diskrétne dynamické systémy

Prvy krok na ceste pochopenia chaotickej dynamiky predstavuji jedno-
rozmerné diskrétne dynamické stistavy. Na pripade jednoduchych zo-
brazeni je mozné skiimat’ zrod chaotického sprévania a ziskat’ zdkladné
kamienky na vybudovanie ,,chaotickej intuicie”, ¢i ,, intuicie chaosu” (

, ). Jednorozmerné zobrazenia Poincaré pomahaja vysetro-
vat’ aj dynamiku viacrozmernych ststav.

V tejto kapitole budeme sktimat’ vlastnosti itera¢nych postupnosti de-
finovanych vztahom

Xn+1 = f(xn), n=0,1,2,..., (51)

kde funkcia f(x) je redlna funkcia jednej redlnej premennej. Vacsinou ju
budeme uvaZovat’ ako zobrazenie f : (0,1) — (0,1). Nasobné pouzitie




zobrazenia budeme oznacovat’ fI], teda

) = FUC @) --)-
——
n-kréat
Pevny bod x* = f(x*) je x-ova sdradnica priese¢nika grafu funkcie f(x)
s osou prvého kvadrantu y = x.
Ak je funkcia f(x) diferencovatelna, potom na zéklade Lagrangeovej
vety mozeme pisat’

f@O) = fWI=If @] lx—yl, &=x+06(y—x), 6€(0,1),

a teda ak bude |f’(x)| < 1 na nejakom intervale obsahujicom pevny bod,
bude zobrazenie f na tomto intervale kontraktivne a pevny bod bude sta-
bilny (atraktor). Naopak, ak bude |f'(x*)| > 1, bude pevny bod nestabilny
(repeler).

5.1. Linedrne a po castiach linedrne zobrazenia
5.1.1. Linearne zobrazenia

Najprv si vSimnime dva priklady linedrnych zobrazeni, ktoré majt na in-
tervale (0, 1) pevny bod (pozri obrazok 13).

Na l'avom obrazku st znazornené iteracie z bodu xy = 0.01 pre funkciu
f(x) = x/2+ 0.4 a na pravom obrazku iterdcie z bodu xy = 0.5 pre
funkciu f(x) = —2x + 1.4. KedZe prva funkcia ma derivaciu rovnu 0.5,




Obr. 13: Iteracie linearneho procesu

je zobrazenie (51) kontraktivne a iterdcie sa priblizuji k pevnému bodu
x* = 0.8. Absolttna hodnota derivacie druhej funkcie je rovna 2, preto je
pevny bod x* = 14/30 = 0.467 nestabilny (repeler) a iteracie, ktoré zacali
celkom blizko v bode x¢ = 0.5 sa od neho rychlo vzdaluju.

Dalsi vyskum linearnych iteracii nie je potrebny ani zaujimavy, pretoze
s vynimkou pripadov, ked’ je smernica priamky 1 alebo —1, je spravanie
iteracnych procesov s linearnymi funkciami rovnaké, ako je tomu na obraz-
ku — iteracie sa bud’ priblizuju ku pevnému bodu z I'ubovolného bodu
xp € R alebo od neho odchadzaji. Zapornost” alebo kladnost” derivécie
ovplyvriuje typ konvergencie, resp. divergencie: ak je derivacia kladna,
vzdalujeme alebo priblizujeme sa po ,schodoch”, pri zapornej derivéacii
po ,pavucinach”.




5.1.2. Bernoulliho posun

UvaZujme teraz jednorozmerné zobrazenie®

zok 14 vlavo):

na intervale (0, 1) (pozri obra-

Xpi1 =0(xy) =2x, mod1l, n=0,1,2,.... (52)

Zaciato¢ny bod zapiSeme v dvojkovej stistave

Xg = Z akz_k = (0.&21&2613 .. .)7_, (53)
k=1

kde cifry a; nadobtidajt hodnoty 0 alebo 1. Ukézte, Zze* po prvej iteracii
dostaneme
x1 = 0(xg) = (0.a2a344 . . .)>. (54)

Teda zobrazenie o pdsobi na dvojkovy zépis ¢isla tak, Ze vypusti prvi cifru
po desatinnej (?) bodke, pricom postupnost’ zvysnych cifier sa posunie
0 jedno miesto vlavo. Toto sa nazyva Bernoulliho posun. Jedinym pevnym
bodom je bod x* = 0.

Uz pri tomto ,,jednoduchom” zobrazeni sa prejavuju prvky chaotického
spravania, vo forme citlivej zdvislosti na zac¢iato¢nych podmienkach. Ak

3Téato Cast’ je spracovana najmé podla knihy ( , )-
4Ak je xo = 1, m6Zeme ho napisat’ v tvare (53) so samymi jednotkami za desatinnou
bodkou alebo s jednotkou pred desatinnou bodkou a samymi nulami za fiou.




sa totiz dva body xg a x} odli$uju az v (1 + 1)-om znaku, body o1l (x() a
ol (x})) sa uz budd odlidovat’ v prvom znaku.

Postupnost’ iteracii ol"l (xo) mé rovnaké 3tatistické vlastnosti ako po-
stupnost” hadzania mince. Ak totiZ vysledku hodu mincou priradime hod-
notu 0 alebo 1 v zavislosti na tom, ¢i padla panna alebo orol a iteracii
ol (xg) priradime hodnotu 0 alebo 1 v zavislosti na tom, & sa nachadza
v lavej alebo v pravej polovici intervalu (0, 1), potom kazdej ndhodnej po-
stupnosti hodov, zodpoveda prave jedna postupnost’ iteracif o/ (x), teda
prave jeden bod x.

UvaZovany dynamicky systém ma tieZ vlastnost’ ergodickosti’, ked’
pre lubovolné zvolené ¢ > 0 a l'ubovolny bod x € (0,1) sa obrazy ,takmer
kazdého” bodu x( nekonecne vela raz pribliZia ku bodu x na vzdialenost’
mensiu ako . MéZeme si vimnut, Ze ak je xo racionalne, mé bud periodicky
rozvoj alebo konéi samymi nulami.® V tomto pripade bud’ nastava cyklus
s dlzkou rovnou diZke periédy alebo iteracie skoncia v pevnom bode 0.
V tedrii ¢isel sa dokazuje, Ze takmer vSetky iracionélne ¢isla z intervalu
(0,1) (s vynimkou mnoziny nulovej miery) obsahuju v sebe Iubovolnu
kone¢nti postupnost” znakov. Preto sa obrazy tychto ¢isel priblizuja ku
Tubovolnému &islu x € (0,1).

Poznamka 5.1. ( , ;

SPojem ergodickosti bude zavedeny neskor.
%V pripade samych jednotiek na konci &isla pouZijeme jeho ekvivalentny zapis so
samymi nulami na konci.




Obr. 14: Bernoulliho posun a trojuholnikové zobrazenie

GALAJDA, FISHER a BACA, ) navrhli hardvérovy ,Generétor skutoc¢ne
nahodnych ¢isel”, ktory vyuZiva podobny deterministicky proces, ako je
Bernoulliho posun.

5.1.3. Trojuholnikové zobrazenie

Dalsie jednoduché a zaujimavé zobrazenie sa nazyva trojuholnikové zo-
brazenie.

Xpy1 = A(xy) =7[1—-]1-2x,4|], n=0,1,2,.... (55)




Pre hodnotu r = 1 je zobrazenie zndzornené v pravej casti obrazka 14. Je
zrejmé, Ze pre r < 1/2 ma trojuholnikové zobrazenie jediny pevny bod
x* = 0, ktory je atraktorom. Po prechode cez hodnotu r = 1/2 sa tento
atraktor meni na repeler (nestabilny pevny bod), pricom sa objavuje d'al3i
pevny bod v druhej polovici intervalu. Tento pevny bod je zrejme tiez
repeler, pretoZe absolttna hodnota derivacie |A’(x*)| = 2.

Na obrazku 15 st znazornené zobrazenia A(x) = A(x), A@(x) =
A(A(x))a ABl(x) = A(A(A(x))) postupne pre hodnoty parametra r = 0.7,
r=(v5+1)/4,r =0.9 ar = 1. Zobrazenie A ma pre r > 1/2 dva pevné
body —x] = 0ax =2r/(1+2r).

Uloha 29. Overte, Ze x; = 2r/(1 + 2r) je pevny bod zobrazenia A pre
r>1/2azexs>1/2. o

Zobrazenie APl pripominajice pismeno M, ma pre vietky uvedené
hodnoty r 4 pevné body. Dva z nich st samozrejme pevné body zobrazenia
A, ale dalsie dva (ozna¢me ich x3 a x}) uz pevnymi bodmi A nie su. Plati:

A(A(x3)) = x5, A(A(xg)) = x4
Ak ozna¢ime A(x}) = x* # x} dostaneme, Ze
A(A(x7)) = A(A(A(x3))) = Alxz) = 2™
Preto je x* tieZ pevny bod Al
musi to byt’ x}, teda

Alxz) =x3,  Alxy) = A(A(x3)) = 3.

. KedZe to viak nemdze byt’ ani X7, X5 ani x3,
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Obr. 15: Pevné body viacnasobného trojuholnikového zobrazenia




Pevné body x5 a x; zobrazenia A%l sa teda zobrazujt vzdjomne na seba a
vytvaraju tak cyklus s periédou 2.

Uloha 30. Dokézte, Ze zobrazenie A?) ma 4 pevné body pre kazdé
r > 1/2. Pokdste sa néjst’ pevny bod z intervalu (0, 0.5). .

Mbzeme si viimnut, ze AP ma najprv len dva pevné body. Pri hodnote
r = (v/5 4 1)/4 (pri ktorej ma A%l 5 pevnych bodov) sa situdcia zmeni a
pre vietky vicsie hodnoty uz ma APl 8 pevnych bodov.

Uloha 31. Dokazte, e hodnota r = (1/5 + 1) /4 je bifurka¢na hodnota
zobrazenia AP, o

Uloha32. Urtte typ stability vietkych pevnych bodov zobrazeni A, A2
a ABl, °
Na obrazku 16 sti znazornené iteracie v Bernoulliho zobrazeni s funk-
ciou o(x) (vlavo) a trojuholnikového zobrazenia s funkciou A(x) pre hod-
notu parametra r = 0.9 (Startovacie hodnoty boli xo = 0.3, 0.301 a 0.31).
Je vidiet] Ze po niekolkych iteraciach sa hodnoty pre rozne zaciatotné x
vzdaluju, aby sa zasa neskor k sebe pribliZili.
KedZe pocet iteracii je nevelky, eSte sa neprejavuju nepresnosti spo-
sobené aritmetikou. Keby sme vSak pri Bernoulliho posune (pri pocitani
v MATLABe’) zmenili pocet iteracii z 30 na 60, ¢akalo by nas prekvapenie.

7Pri potitani v programe MAPLE sa nepresnost’ aritmetiky v tomto pripade neprejavuje
(asi nepocita v dvojkovej stistave).




Obr. 16: Iteracie Bernoulliho a trojuholnikového zobrazenia — x
0.301a0.31

s ars
09 ool
o8l o8l
orf 4[| 07
\
|
osty | [ 06
05 | 05
|
04 | 04
|
I
03 | o0af
02l 02l
o1l 01
. . . . . s . . . . . . . . .
o 10 20 30 0 50 60 o 5 10 15 20 25 30 35 0 45

Obr. 17: Numerické efekty




Vsetky tri procesy by skoncili na hodnote 0. D4 sa to zrejme vysvetlit’ tak,
Ze pri kaZzdej iteracii sa v zépise x,, prida jedna nula zprava (vzladom na
kone¢nd aritmetiku). Preto vSetky procesy dojdu do bodu x* = 0.10000,
= 0.5 pre ktory plati 0(0.5) = 0 a iteraény proces sa dostava do pevného
bodu 0. NajprekvapujticejSie to posobi pri zaciatocnej hodnote 0.3, pretoZe
méame ¢(0.3) = 0.6,0(0.6) =0.2,0(0.2) = 0.4,0(0.4) =0.8a0(0.8) = 0.6
— teda zadiato¢ny bod nés velmi rychlo vyvedie na cyklus s peri6dou 4
(obrazok 17 vlavo — xg = 0.3 resp. 0.92357).

Ak zmenime funkciu o(x) na 6(x) = 3x mod 1, nestretneme sa s efek-
tom nulovania (MATLAB) ale cyklus 0.3-0.9-0.7-0.1-0.3 sa asi po 30 itera-
cidch ,rozpadne” a systém prechadza na chaotické spravanie, ¢o vlastne
potvrdzuje nestabilitu pevnych bodov (obrazok 17 vpravo). Uvedené pro-
blémy sa pri pouZiti programu MAPLE neprejavujt, teda st zavislé od
imlementovanej aritmetiky.

5.2. Verhulstov logisticky dynamicky systém
V tejto casti sa budeme zaoberat’ logistickym zobrazenim
Xp+1 = fr(xn) = rxn (1 — xp), n=0,1,2,.... (56)

Ako mnohé iné zobrazenia, aj toto zobrazenie popisuje dynamiku viace-
rych odlisnych systémov. Ako prvy ho v roku 1845 pouzil P. V. Verhulst na
popis dynamiky populacie v uzavretom prostredi ( , ), avsak
pre spojity systém. Predstavme si, Ze z; je pocet jedincov v danom prostredi




v roku 71 a zmax je maximélny pocet. Ak budeme predpokladat) Ze prirastok
populécie z,,+1 — z, bude ovplyvneny jednak po¢tom z;, (¢im, viacjedincov

.....

zy, potom mdZeme zapisat’
Zpt1 = Zn + kzy (Zmax - Zn)-

Po vydeleni hodnotou zmax dostaneme

@:Z—”{Hk-zmx.(l_ Zn )}

Zmax Zmax Zmax

= a g = kzmax a dalej x, = ypar=gqg+1

U
Zmax qg+1
dostdvame vztah (56).
( ) uvazovalinasledujtici model bankovych tspor:

Predpokladajme, Ze percento rocného prirastku bude klesat’ pri rastticich
vkladoch podla pravidla ¢ = ¢y(1 — z,/Zmax), kde z, predstavuje vklad
v roku n. Teda vyska vkladu sa bude vyvijat’ podla nasledujiceho pra-
vidla:

Po substiticii v, =

Zp41 = [1 + 50(1 - Zn/zmax)]zn-

€0 1+e¢p)z )
Zn, TESP. Zy = (1+ £0)Zmax x,, dostavame

Po substitacii x; = ————
! (1 + 5O)Zmax €0

Xpt1 = (14 €0)xn(1 — xp),




¢o je predpis (56).

Venujme sa chvil'u funkcii f,(x) = rx(1 — x) (index r budeme vé&Sinou
vynechévat). Tato funkcia je kvadraticka funkcia premennej x, ma dva
nulové body x; = 0 a x, = 1. Jej grafom (pri r > 0) je parabola otoc¢ena
vrcholom nahor. f/(x) = r(1 — 2x), a preto f/(1/2) = 0 pre kazdé r. Pre
kazdé r > 0 ma funkcia f maximum v bode x; = 1/2, pri¢om plati fmax =
r/4. Funkcia bude zobrazovat’ interval (0, 1) do seba pre r € (0, 4). Dalej
budeme uvaZovat’len tieto hodnoty parametra r. VSimnime si eSte hodnotu
£1(0) = .

Bude nés zaujimat, aka bude dynamika systému (56) v zévislosti od
hodnoty parametra r.%

V pripade r € (0,1) sa bude graf funkcie nachadzat’ pod osou y = x,
pri¢om sa s tiou bude pretinat’ len v bode x = 0 (na intervale (0, 1)). Je
teda zrejmé, Ze 0 je jediny pevny bod zobrazenia. Vzhl'adom na to, Ze pre
0 =<r < 1je|f(0)] < 1,je pre tieto hodnoty 0 pritahujicim pevnym
bodom (atraktorom). Je tomu tak aj pri hodnote r = 1, pretoZze derivécia
v bodoch blizkych k nule je v absoltitnej hodnote mensia ako 1.

Pre r > 1 (CiZe pri prechode hodnoty parametra r cez jednotku) sa
obrazok kvalitativne meni. Preto hovorime, Ze hodnota r = 1 je bifurka¢na
hodnota logistického zobrazenia. KedZe derivacia funkcie f v bode 0 je
r > 1,a f(0) = 0, bude jej graf pre x > 0 za¢inat’ nad osou y = x. V bode
x = 1je f(1) = 0 a graf sa nachadza pod osou 1. kvadrantu. Z uvedeného

8Skiste samostatne naértntt’ funkciu f;(x) pre rdozne hodnoty r, napriklad pre 0.5, 1,
2,3a4.




vyplyva, Ze na intervale (0,1) existuje dal$i pevny bod. Vypocitame ho
z rovnice x* = f(x*).

* * * 1 * * 1

=r*(l—-x%) = ;:1—x & le—;.

Na vySetrenie charakteru pevného bodu uré¢ime derivéciu funkcie f, vtomto
bode:

f;(l—l/r):r{l—z(l—%ﬂzz—r. (57)

Absolttna hodnota derivacie v pevnom bode bude mensia ako jedna prave
vtedy, ak
1<r<3,

¢o je podmienka stability druhého pevného bodu. Ak zhrnieme doterajsie
poznatky, vidime, Ze pri zvd¢Sovani parametra r od 0 po 1 bol jediny pevny
bod x* = 0 stabilnym atraktorom. Pri prechode cez hodnotu r = 1 stratil
tento bod stabilitu, pri¢om sa zaroven objavil, dalsi pevnybod x* = 1—1/r,
ktory sa stal atraktorom pre hodnoty 7 od 1 po 3. Co sa udeje po prechode
tejto druhej bifurkacnej hodnoty? Pozrieme sa najprv na priebeh iteracii pri
hodnotéach blizkych r = 3.

Na obréazku 18 vlavo je priebeh iterécii podla predpisu (56) pri hodnote
parametra r = 2.8. Vpravo pri hodnote r = 3.2. V obidvoch pripadoch
bola zaciato¢nd hodnota volené xo = 0.1. Vidime, Ze hoci prvé iteracie sa
spravaju podobne a hodnota x; sa priblizuje k pevnému bodu x*, v pripade
r = 2.8 je tento bod atraktorom a kazdé dalsia iteracia je k nemu bliZsie.
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Obr. 18: Logisticky itera¢ny proces




V pripade r = 3.2 je podla predpokladu pevny bod nestabilny repeler a po
pribliZeni sa k nemu su iteracie odpudzované. Zda sa vsak, Ze sa nebudua
neohranicene vzdalovat, ale ,sa ustalia”, ¢o sa na grafe prejavi vytvore-
nim obdlznika. Ako neskoér uvidime, v tomto pripade sa proces zacykli
— s peridédou 2 sa buda opakovat” dve hodnoty (samozrejme s urcitou
presnostou).

Obrazok 19 okrem funkcie f3,(x) znazortiuje aj funkciu f32[f32(x)].
Je zrejmé, Ze spomenuty cyklus vytvoria prave pevné body zobrazenia
f(f(x)), ktoré budeme dlalej oznatovat’ f?/(x).” Podobne budeme ozna-

covat’
FUC(F() ) 2 fr ().
———
n-krat
Kazdy pevny bod zobrazenia f(x) je samozrejme pevnym bodom zo-
brazeni f"(x), pre n = 1. Ako sme sa presvedd¢ili na obrazku 19, moze
mat’ zobrazenie f[?/(x) okrem pevnych bodov zobrazenia f(x) aj ,svoje
vlastné” pevné body, ktoré nie st pevnymi pre f (tak to bolo aj v pripade
Bernoulliho a trojuholnikového zobrazenia). Ak tieto pevné body oznaci-
me x3 a x;, mdZeme rovnako, ako sme to urobili na strane 131, dokazat) Ze
f(x3) = xgaf(xg) = x3.
Aké st priciny uvedenych javov? Pozrime sa na dve funkcie na ob-
razku 18. So zvd¢Sovanim parametra r sa dviha maximalna hodnota v strede
intervalu a zéroven sa postiva doprava priese¢nik osi y = x s grafom fun-

9Nepomj¥lte si to s druhou mocninou funkcie f!
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kcie. Rastie tieZ uhol, ktory zviera doty¢nica ku funkcii v tomto pevhom
bode s osou x. Je preto prirodzené, Ze derivécia funkcie f v pevnom bode
prekroci v absolitnej hodnote hodnotu 1, ¢o mé za nasledok stratu stabi-
lity. Velmi zaujimavé vsak je to, Ze prave v tom momente sa zrodia dva
nové pevné body zobrazenia f1/, rovnako, ako sa to stalo pri bifurka¢nej
hodnote r = 1, ked’ sa v momente straty stability nulového pevného bodu
objavil novy pevny bod.

Kym o funkcii f(x) mame celkom dobré intuitivne predstavy, myslim
si, 2e ndm chybajt podobné predstavy o funkciach f2/, f13, atd’. Ako sa tie-
to menia s rastom parametra r? Niekolko dalsich obrazkov ukazuje grafy
funkcii 2, £ a f14 pri r6znych hodnotach parametra r.

Pozorne si prezrite grafy na obrazku 20. V pripade funkcie fB/(x) sa
zatial neobjavili dalsie pevné body. Avsak je zrejmé, Ze so zvicSovanim
hodnoty parametra sa pravé maximum ¢asom dotkne osi y = x a neskor
ju aj pretne, &im vzniknt viaceré pevné body. Funkcie f1? a f* v pravom
pevnom bode pretinaji os najprv pod miernym uhlom, potom sa jej spo-
lo¢ne dotykajui pri hodnote r = 3, aby ju vzapati pretali, ¢im vzniknt dva
nové pevné bodu zobrazenia f1?/(x) a teda samozrejme aj f#/(x)! Pri hod-
note r = 3.449 vznika podobna situdcia pre samotna funkciu f#l(x), ked
sa v obidvoch pevnych bodoch f[2(x) dotyka osi y = x a pri dalSom zvi-
ovani hodnoty parametra sa objavuji , vlastné pevné body” 14l (x), ktoré
uZ nie st pevné pre f2/(x). Tak vznikaju cykly s periédou styri. Podobne
sa situacia zopakuje pri funkciach f18(x), f19(x), a pod. Takéto schéma




Obr. 20: Grafy funkcii f, f12, f1®l a f1¥ pri hodnotach parametra r = 2.8,
20N 440 3 R [§D



sa nazyva bifurkécia zdvojenia cyklu. So zvd¢Sovanim periédy cyklu sa
zvacsuje aj zloZitost’ celkového obrazu iterdcii, az kym pri istej hodnote
parametra r = 7o, nenastane situécia, ked’ iteracie zapliiaja cely interval.
Vtedy hovorime o prechode do chaotického rezimu.

5.3. Dvojité singularne body logistického zobrazenia

V kapitole 3.1.3 sme sa venovali tedrii bifurkacii v pripade dvojitych sin-
gularnych bodov. Ak uvazujeme zobrazenie f(x), tak potom x* je pevnym
bodom zobrazenia f, ak je nulovym bodom g(x) = f(x) — x. Uvazujme
teda zobrazenie s parametrom p a poktsme sa zistit, ¢i ma dvojité singu-
larne body:

gl x) = p(x— ) —x.

Hladame také body, pre ktoré je g;, = 0 a zéaroven g = 0. Teda mé
platit’
gu(u,x)* = (x— x2)|(p.,x)* =0 g;c|(u,x)* = [/J (1-2x)— 1]|(u,x)* = 0.
Tato stistava ma dve rieSenia (u1, x1) = (1,0) a (42, x2) = (—1,1), avSak
druhé rieSenie nevyhovuje podmienke g(up,xp) = 0. Teda rovnica ma
jediny dvojity singularny bod. Skimajme podla postupu uvedeného v od-
dieli 3.1.3 druhé derivécie funkcie g.

§n=0 gn=1-2x gL =-2pu




V uvazovanom bode (u1,x1) = (1,0) plati gy, | x) = 0, Shxl g ) = 1
a 8%x|(1y,x) = —2- Nastéava teda pripad (B) zo strany 91, ked existujt dve
rozne doty¢nice ku krivke g¢(u, x) = 0 v bode (1, x1) s tangensami uhlov
rovngmi X, () = 0 a (1) = —gl /280 = —(~2)/(2-1) = 1 (pozri
obrazok 12). V bode (1,0) sa pretinaji dve krivky, uré¢ené rovnicou p (x —
x?) —x = 0. Jedna mé rovnicu x = 0 a druhd u(1 —x) —1 =0, a teda
x =1—1/p. Jej smernica 1/ u? je v bode u = 1 rovnd 1, ¢o zodpoveda
vypoctom. NavySe podla obrazka vidime, Ze stabilny stacionarny bod x =
0 sa stava dalej nestabilnym, stabilita prechddza na druht vetvu krivky
g(u, x) = 0.

KedZe zobrazenie f nemd viac dvojitych singularnych bodov, musime
dalej hladat’ dvojité singularne body zobrazenia f2/. Tu uZ je situécia
znaéne zlozitejsia. Na vyskum bifurkaénych bodov 2/ musime uvazovat’
dvojité singularne body ¢ (x) = 1 (x) — x. Mame

g, x) = 2 (x — %) — p® (x — )2 — x

/
g, =2p(x—x%) - 3% (x— %)%,
¢ =2 (1—2x) — P2 (x—x%)(1—-2x) — 1.
7z z / I : ~ 4 z: Z 4
Ststava rovnic g[z] 0w 0, g[z]x = 0 je uz dostatocne neprfjemné a navyse

nejasnd. Mozeme vidiet, Ze jednym z rieSeni prvej rovnice je x = 0, na
zéklade ¢oho z druhej rovnice dostdvame p? = 1 a odtial mame p = 1,




kedZe neuvazujeme zaporné p = r. RieSenim prvej rovnice je tiez x = 1,
po jeho dosadeni do druhej rovnice vsak dostdvame p?> = —1, ¢o neméa
riegenie. Po vykrateni ¢lena p (x — x2) v prvej rovnici dostaneme uprave-
na prvu rovnicu

2-3u(x—x?) =0,

z ktorej vyjadrime u = 2/[3 (x — x?)]. Ttto hodnotu u dosadime do druhej
rovnice a po tprave dostaneme rovnicu, obsahujticu len x:

27x* —54x3+27x* —8x+4=0. (58)

Hoci pre rovnicu 4. stupnia existuja Ferrariho vzorce, vidime, Ze tento spo-
sob vyskumu uZ pri zobrazeni f* zrejme nebude pouZitelny. PouZijeme
nasledujtci podvod: z predchadzajucej kapitoly uZ vieme, Ze r = 3 je dalsi
bifurka¢ny bod, ktorému odpoveda hodnota x = 2/3. Dosadime teda do
Hornerovej schémy pre rovnicu (58) x = 2/3:
|27 | 54| 27| -8 |4
2/3 27| -36] 3| -6]0

Nula vpravo dole dokazuje, Ze x = 2/3 je rieSenim rovnice (58). Po
dosadeni za x dostavame p = 2/[3 (2/3 — 4/9)] = 3. Nulovym bodom g!?!
je skuto¢ne bod (u, x) = (3,2/3).

Rovnica, ktora este ostava (pozri spodny riadok tabulky deleny tromi)

9x3 —12x2+x—-2=0




ma este jedno redlne rieenie x; € (1,2). KedZe momentalne sa zaujimame

o interval (0, 1), dvojity singularny bod je teda len v bode (u, x) = (3,2/3).

Dalgim derivovanim a dosadenim tohoto bodu do druhych parcidlnych

derivacii sa moZete presvedcit, Ze tentoraz sa jedna o pripad (A) a navyse
e, . . " " "

o situdciu e) na obrazku 12 (overte, ze g2/ = —4/3, g ux = 2@ g2 o = 0).

5.4. Bifurkacia zdvojenia cyklu

V tejto Zasti ukadZeme, Ze vznik novych pevnych bodov zobrazenia f?!
prave v momente straty stability pevného bodu zobrazenia f sa netyka len
Verhulstovho logistického zobrazenia (56). Nie je to Ziadna ,,zhoda okol-
nosti “ ale je to charakteristickad vlastnost’ Sirokej triedy zobrazeni. NiZsie
budeme predpokladat) Ze existuju 3 spojité derivacie funkcie f, a spojitd
zavislost’ funkcie f; a jej derivacii od parametra r.

Definicia 47. Vyraz

or- 135}

sa nazyva Schwarzova derivacia.

Poznamka 5.2. Kedze

21 1 (ﬁ_g[f_”r>
dxz\/]T/_ 2\/]7/ f/ 2 f/ Z




moZzeme pisat, Ze
2 1

~ 3

Poznamka 5.3. Hoci Schwarz posobil v 19. storoci, ako prvy na doleZitost’
Schwarzovej derivécie upozornil Singer v roku 1978, ked’ ukazal, Ze uni-
modalne zobrazenie so zapornou Schwarzovou derivaciou Sf < 0 nemodze
mat’ viac ako jeden periodicky atraktor.

Sf

Veta. AkjeSf <0, potomjeajSfl? <o0.

Dokaz. Veta sa da dokézat’ priamo pouZitim ,retazového” pravidla deri-
vovania zloZenych funkcif:

@) = )] = F(F(x) - F(x),
A @) = [F(F®) - F @] = F/(F®) - (F @)+ £ (F) - ().

Uloha 33. Dokazte tvrdenie predchadzajucej vety. o




Veta (o zdvojeni cyklu). Nech pevny bod x; funkcie f, straca stabilitu
pri r = rq, teda f; (x)) = —1a f/(xf) < —1 pre r > r1. Nech dalej
Sfr, < 0v okoli bodu x7,. Potom platia nasledujice tvrdenia:

1. x;, sa prir = rq stdva nestabilnym aj vzhladom na fr[z].

2. Existuje taky interval (ry, 7y + &), na ktorom ma f[? pre kazdé r
okrem nestabilného pevného bodu x* aj dva stabilné pevné body
X1, X5.

3. Pre obidva stabilné pevné body x7 a x7 plati:

a) X] — Xj ax; — Xy prir —ry,
b) f(x1) = x3a f(x3) = x7,
c) x] a x5 stracaju stabilitu sticasne.

Pozndmka 5.4. Predchadzajtice vety st uvedené napriklad v knihe (

/ ).
Dékaz. Uvazujme r > rq také, Ze pre pevny bod je f/(x;) < —1. Potom
plati

b * * * * * *
B ) = FFED) - £) = £ - 1) = [F@)] >1
a teda plati tvrdenie 1.
Je zrejmé, ze f [2]/(x;‘1) — 1. Uvazujme druht derivéciu f2 H(xfl). Ako




bolo ukazané vyssie, je
A ) = £ (Fe)) - (F ) + £ (F () - () =

= F () - (F )+ £/ - 1) = £1(,) - [L=1] = 0.
Dalej z podmienky S < 0 vyplyva, ze f12 ,l/(xfl) <0.

Ak pre funkciu f?(x) pouZijeme Taylorovu vetu so stredom v bode e
dostavame

[2]///
fr () =, +<x—x;z>+o+f”T<£)

(x =7,

pricom f2 :/1/(5) < 0 na zaklade spojitosti 3. derivacie f1°. Pri vyssie spo-
menutych predpokladoch bude aj pre r > r platit’

) = x; +ar(x — %) +b,(x — 252 + o (x — x5)P, (60)

pricoma, > 1,a, — 1, x; — x;“l ab, — Oprer — ry ac, <0 v ur¢itom
intervale (11,71 + 8) (¢, zavisi od hodnoty x!). Ak budeme uvazovat' rovnicu
pevného bodu x = fr[z] (x), po substittcii z = x — x; dostavame na zéklade
(60) rovnicu

z-(—1—|—ar+brz-|—crzz):0. (61)




Prir dostato¢ne blizkych ku r; moéZeme povaZovat’ ¢, za konstantné (pritom

rieSenia (61) budt ,blizke” ku pevnym bodom fr[z]. RieSenie z = 0 samo-
zrejme odpoveda pevnému bodu x;. Diskriminant kvadratického vyrazu
v zatvorke je

b> —4c,(a, —1) >0

a teda rovnica (61) ma okrem z = 0 eSte dalsie dve rieSenia

212 = 2 ¢e ,
r

pre ktoré zrejme plati z1 o — 0 pre r — r;. To dokazuje tvrdenia 2 a 3a.
Tvrdenie 3b sa dokazuje rovnako, ako sme to urobili na strane 131.

Iy I % * * * * I % -
Kedze f12'(x7) = FfGD) - fl(xg) = f(x3) - f'(x7) = fPl(x3) sa
obidva pevné body zobrazenia f/?! stucasne stabilné alebo nestabilné.
Ak budeme uvazovat’ pomocnu funkciu h,(x) = fr[z] (x) — x, ma tato
/
funkcia prave tri nulové body x;,, x{ a x3. Ale hy(x};) = frm (x5,)—1>0,a
preto musia byt h.(x7) aj h.(x5) zadporné. Ked'Ze

B3 ) |=] — 14 a4+ 2B, (x — x3,) +Ber(x — x1,)2] = 0

/
prer — r1; bude —1 < fr[z] (x7,) = hi(x7,) +1 < 1. To dokazuje stabilitu
pevnych bodov x7 , pri r dostato¢ne blizkych ku r;. n




Poznamka 5.5. Pri uvaZovani funkcie h(x) = f(x), h? = fl4(x), po
aplikovani prave dokazanej vety mdZeme potom konstatovat, Ze dva sta-
bilné pevné body zobrazenia f!? sa po bifurkacii v bode r, nahradia styrmi
stabilnymi bodmi zobrazenia f*/. Pévodné pevné body sa stavajt nesta-
bilnymi a st zaroveit pevnymi pre f2 aj pre 4. Takto vznika cyklus
s periddou 4. Teda cyklus s peridédou 2 sa zmenil na cyklus s periédou 4.
Podobne méZeme vety aplikovat’ pre dalsie mocniny f2"]. To vysvetluje,
preco sme vetu nazvali ,,Veta o zdvojeni cyklu”.

Definicia 48. MnoZinu bodov, ku ktorej konverguji body postupnosti
fl"l(xp) (v zmysle konvergencie v Hausdorfovej metrike) pre rozne x,
budeme nazyvat’ atraktorom.

Poznamka 5.6. Pre hodnoty r < 1 je atraktorom logistického zobrazenia
mnozina obsahujtca jediny bod x = 0. Pre 1 < r < 3 je atraktorom mno-
Zina {0,1 — 1/r}. Tu sa dopustame istej nesystémovosti, ked' do mnoZiny
atraktora zaradujeme repeler x = 0, ale po formalnej stréanke bod x = 0
patri v zmysle definicie do atraktora, pretoze nll_{go fI1(0) = 0. Dalej sa
pre 3 < r = ry (r=3.449) stava atraktorom mnozina {0,1 — 1/r, x}, x5}
s dvomi repelermi a dvomi stabilnymi bodmi f[?! (ale nie f!), atd".

Obrazok 21 ilustruje vetu o zdvojeni cyklu. Na lavej strane st znazor-
nené logistické funkcie f a f? pri hodnote parametra r; = 3 a funkcie f,
f12la fl4] pri hodnote parametra r, = 3.449.
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Obr. 21: Bifurkacie ,zdvojenia cyklu” pre polyném druhého (vlavo) a pre
polyném stvrtého stupnia, definovany v (62)




Pravé strana znazoriiuje podobnu situéciu pre funkciu
fx) =ra(1-x)° (62)

pri hodnotach parametrov r; = 10.5ar, = 11.85.

Na obidvoch obrazkoch vidime, ako pri zvac¢Sovani hodnoty r straca
stabilitu najskor pevny bod f a neskoér aj pevné body f. Pri dalsom
zvadSovani r sa situacia zopakuje s f14, atd’.

Uloha 34. Dokaézte, Ze po prechode cez hodnotu r,, ked' sa straca stabi-
lita dvoch pevnych bodov f[2), styri nové pevné body f#! vytvoria cyklus
s periédou 4. .

5.5. Univerzalne spravanie kvadratickych zobrazeni

Overme moZznost’ aplikovania Vety o zdvojeni cyklu v pripade logistického
zobrazenia. lahko ukazeme, ze Sf < 0, kedze f'(x) = 0. Preto sa pri
narastani hodnoty parametra r objavuju bifurkacie zdvojenia cyklov.

Na obrazku 22 je znazornena zavislost’ (stabilnych) pevnych bodov
(resp. cyklov) logistického zobrazenia od hodnoty parametra r. Graf bol
ziskany nasledujtacim spésobom: pre zvolené hodnoty parametra r sa vZzdy
najprv uskutocnilo ur¢ité mnoZzstvo iteracii, v tomto pripade 500. Po tomto
mnoZstve sa uz da ocakéavat, Ze sa body budu nachadzat’ v blizkosti at-
raktora. Preto vSetky nasledujtice iterdcie, ktorych hodnoty sa nanasaja
na graf, by uz mali byt’ blizko pevnych bodov jednotlivych mocnin f[2"].




Obr. 22: Bifurkéacie v logistickom zobrazeni




Obrazok nie je velmi kvalitny, ale dostato¢ne ilustruje bifurkécie, popisa-
né v predchadzajticej casti. KvalitnejSie obrazky sa daji néjst’ prakticky
v kazdej kniZke o chaose, napr. v ( , ; . .

, ; , )- Predovsetkym je vSak potrebné
odporucit’ navstivenie WWW stranok s appletmi a pozriet’ si velmi pekné
obrazky suvisiace s chaotickou dynamikou.

Na lavom obrazku je okrem stabilnych pevnych bodov zobrazena aj
krivka pevného bodu zobrazenia f, ktory sa po prvej bifurkacii stal nesta-
bilnym repelerom (pri zmene parametra r sa postiva, nadobtda hodnoty
1 —1/r). Na pravom obrazku je zndzornena len spodnd vetva, pre vicsie
hodnoty r. Ako vidiet) situdcia sa opakuje, navySe pravy obrazok, ktory
sme ziskali vyrezanim Casti lavého obrazka a zvicSenim, sa napadne po-
dobé na I'avy obrazok. Tento jav sa nazyva samopodobnost’a podrobnejsie
sa nim budeme zaoberat’ v ¢asti venovanej fraktalom.

Na obidvoch obrazkoch je eSte vynesena priamka x = 0.5 rovnobezna
s osou r. Tato suvisi s tzv. supercyklami, o ktorych si povieme niekolko
slov.

5.5.1. Supercykly

MobZeme si polozit’ nasledujticu otazku: Za akych podmienok je pevny bod
,najatraktivnejsi“? Podla Banachovej vety o pevnom bode je zobrazenie




,najkontraktivnejsie”'" vtedy, ak sa konstanta q z definicie kontraktivnosti

rovnd 0. Vtedy sa vSetky body po jednej iteracii dostdvaju do pevného
bodu.

Pevny bod x;, pre ktory plati f ["V(x;‘ ) = 0 budeme nazyvat’ supersta-
bilnym bodom. Je zrejmé, Ze f,(x) md jediny superstabilny bod x = 1/2
pri hodnote r = 2. Vyplyva to zo vztahu (57).

Aké st podmienky toho, aby bol niektory bod superstabilny pre f["1?
KedZe prva derivacia v tomto bode je nulova, musi byt tento bod ex-
trémom funkcie f"l(x). Uvazujme napriklad zobrazenie fl?/. Ako sme
uz uviedli, toto zobrazenie mo6Zze mat’ dva pevné body, v ktorych plati
f [z]l(xi‘) =f [z]l(xé). Ak je jeden z nich superstabilny, je superstabilny aj
druhy (analogicky to plati aj pre zobrazenia f[4), f8], .. .).Jeden extrém ma
viak funkcia f2 (x) prave v bode x = 1/2. Plati teda, Ze x* = 1/2. Ale po-
tom aj f2/(1/2) = 1/2, pretoze 1/2 je pevny bod. Ak sa pozrieme na grafy
na obrazku 22, uvidime na lavom z nich prvy priese¢nik zlava priamky
x = 1/2 s grafom stabilnych bodov. Tento bod ozna¢ime R;. Druhy prie-
se¢nik v poradi oznacime Rj, ten je zasa prvy na pravom obrazku, kde
néjdeme este jeden priesecnik Rs.

Okrem toho sa eSte skiimajti rozdiely

(1) 1
il = fik ](5)—5, 63)

19NJa tomto miesto na lep$iu predstavivost’ pouzivame nedefinované pojmy, ktoré podla
nasho nazoru vystihuja podstatu problému.




ktorych velkost’ je vzdialenost’ priese¢nika priamky x = 1/2 s vetvou
bifurkaéného diagramu od najbliZsej vetvy.

5.5.2. Feigenbaumova univerzalita

MobZeme si vSimnut, Ze vzdialenost’ medzi nasledujicimi hodnotami
NM<Ri<rmn<R < -rmm<Ry<---

sa neustéle skracuje. Existuje 7o = lim r, = lim R, = R, teda spomi-
n—oo n—oo

nané skracovanie di%ok je dostato¢ne rychle. Ukazuije sa, Ze priblizovanie
sa hodnot r, k limitnej hodnote velmi dobre vystihuje geometricka postup-
nost) pricom plati nasledujtica veta:




Veta (o Feigenbaumovej univerzalite). Nech funkcie f, spliiajt nasle-
dujtce podmienky:

1. Funkcie f, majt jediné kvadratické maximum nad osou y = x.

2. Funkcie majt zdpornt Schwarzovu derivaciu S f;.

3. H(fy) C D(fr).

Potom pre n >> 1 plati

th R To—k1 677, (64)
R, ~ Ry —kyo57", (65)
dy ~ ks[—a]™". (66)

Pritom konstanty k, k; a k3 st z&vislé na mnozine funkcii f;, ale konstanty
0 a o st univerzdlne, teda nezavislé od f;.

0 = 4.6692016091... (67)
a = 2.5029078750... (68)
Dokaz. Nacrt dokazu moZete ndjst’ napr. v knihéach ( . :

, ). Opiera sa o tzv. 8kalovanie funkcii, vyuZivajtce podob-
nost’ grafov f, f121, f14l,. . (pozrinapr. obrazok 19) v okoli priese¢nika grafu
s osou y = x v superstabilnom bode (princip renormaliza¢nych grip). =

Poznamka 5.7. Hovorime, Ze funkcia f(x) mé v staciondrnom bode x*
kvadratické maximum, ak plati /" (x*) < 0.




Poznamka 5.8. Je velmi zaujimavé, Ze Feigenbaumove konstanty « a &
nezavisia od spdsobu parametrizicie (napriklad by nam niekto mohol
vycitat, Ze pouZivame stupne Kelvina namiesto Farenheita).

Aby sme sa o tom presveddili, zvolme novi parametrizéciu

P=2g(r),

kde ¢(7) je nejaka diferencovatelna funkcia. Potom plati

P —Poo = 8(rn) — 8(100) = gl(é) (Th — 7o) = — g/(rOO)kl 5"~ —kp o

Teda ? = Pog — k1 8.




Preco ¢asto nazyjvajii geometriu chladnou a suchou?

Jeden z dévodov spociva v jej neschopnosti popisat’ tvar oblakov,
hor, stromu alebo morského pobreZia. Oblaky — to nie sti gule,
hory — to nie sti kuZele, pobrezné linie — nie sti kruZnice,

kora nie je hladkd, ani blesk sa nesiri po priamke. . .

Priroda ndm ukazuje nielen jednoducho vyssiu tiroveri,

ale tiplne inii tiroveri zloZitosti.

Pocet roznych skal diZok v §truktiirach je vZdy nekonecny.

V roku 1975 som vymyslel nizov fraktdl, aby som

pomenoval svoju proi pricu v tejto oblasti.

Avsak neuviedol som matematickii definiciu, citiac,

Ze tento pojem, rovnako ako dobré vino, musi dozriet’

predtym, neZ bude ,rozliate do flias”. Vetky tvary,

ktoré som skiimal a nazjval fraktdly, mali v mojich predstavich
vlastnost’ byt , nepravidelnymi ale samopodobnymi”.

Mandelbrot, 1984 ( , ).

6. Fraktaly

V tejto Casti sa zoznamime s pojmami fraktal, samopodobnost), s roznymi
dimenziami a spésobmi konstruovania , matematickych” fraktdlov. Na
zaver uvidime, ako vznikaja krasne zobrazenia Juliovych a Mandelbro-
tovych mnozin.




6.1. Cantorova mnozZina

Klasickd Cantorova mnoZina alebo tieZ Cantorov prach je pomenovana
podla G. Cantora, ktory ju popisal v roku 1883, hoci jej existenciu uvadzal
predtym H. Smith v roku 1875 alebo eSte skor ( , )-

Uvazujme na zadiatku mnozinu Cy = (0, 1). Odobratim strednej tretiny
— intervalu (1/3,2/3) — ziskame z mnoziny Cy novd mnozinu, ktora
oznacime Cq, teda C; = (0,1/3) U (2/3,1). V dalsom kroku z obidvoch
podintervalov, z ktorych pozostdva mnoZina C1, znovu odoberieme strednt
tretinu (otvoreny interval) a takto ziskame mnozinu C,, atd.

Takym spdsobom ziskame postupnost’ mnozin C,

c = (0,1)
(0,1/3) U (2/3,1)
C, = (0,1/9)U(2/9,1/3)U(2/3,7/9) U (8/9,1)

Q
)
|

Cn = ?
cC = 7
Mnoziny C, pre kazdé kone¢né n budeme nazyvat’ predfraktaly ( ,

). Vzniké prirodzen4 otédzka. Co je limitou postupnosti {Cy }°,, exis-
tuje vobec nejaka limita?




Obr. 23: Cantorove predfraktaly

Prvych par mnozin je znazornenych na obrazku 23. V d'alsej ¢asti tohoto
oddielu sa budeme venovat’ réznym otdzkam, spojenym s Cantorovou
mnoZinou C.

6.1.1. Existencia Cantorovej mnoZziny

Vsimnime si, Ze rovnaku postupnost’ mnoZzin C,,, mdzZeme ziskat’ aj ,,inym”
sposobom. Vlastne sa v tomto pripade jedna o iny spdsob popisu prechodu
od mnoziny C,_1 ku mnozine C,,.

Uvazujme dve afinné zobrazenia T1 : R — Ra Ty, : R — R dané

vztahmi " ] 5
T1(x) =3% a Tz(x)zgx-l—g.

Vs8imnime si, Ze obidve zobrazenia T aj T st afinné a zaroven kontraktiv-




ne, s koeficientmi kontraktivnostiry = r, = 1/3. ]VDalej uvazujme zobrazenie
Hutchinsona (pozri oddiel 42.3) T : K — K definované ako T(E) =
T1(E)UT,(E), E € K, kde K je mnozina kompaktov na R.

Ak zvolime Ey = Cp = (0, 1) (je to samozrejme kompaktna podmnozina
R), nie je tazké sa presvedcit, ze T(C1) = T(Cy), aletiez T(C;) = T(Cy), atd.
Teda zobrazenie T spolu s itera¢nou postupnostou definovanou vztahmi

T(Cy) = T(Cp1), n=1,2,...

vytvara systém iterovanych funkcii (SIF). Na zaklade vety o konvergencii
postupnosti SIF (oddiel 4.2.3) mdZeme teda tvrdit) Ze existuje limita

— Tk []
C ,}LHJOT ((0,1)).
Zaroven mozeme konstatovat, ze Cantorova mnozina C je neprazdna a
kompaktna.

6.1.2. Mohutnost’ Cantorovej mnoziny

Vsimnime si najprv stcet dizok odobratych intervalov. V prvom kroku sme
odobralijeden interval dizky 1/3, v druhom kroku dva intervaly dizky 1/9,
v tretom kroku tyri intervaly dizky 1/27, atd’ Celkova dizka teda bude

1 2 4 1+2+ 22+
3 \3

L=-4+S+—o+=

1 1
3 9 27 3

1
31-2/3

= 1




Teda sme odobrali prakticky cely interval. Ostalo eSte vobec nie¢o? Mo6-
Zeme si vimnut), Ze ostali minimélne kraje intervalov. Tych je spocitatelné
mnoZstvo (o spocitatelnosti si povieme pér slov o chvilu). Po kratkej od-
bocke do oblasti mohutnosti mnozin budeme schopni odpovedat’ na otdzku
o ,pocte” prvkov Cantorovej mnoziny.

Definicia 49. MnoZiny A a B budeme nazyvat’ ekvivalentnymi prave
vtedy, ak existuje bijektivne zobrazenie mnoziny A na mnoZinu B. Vtedy
hovorime, Ze mnoziny A a B majt rovnakt mohutnost’ a piSeme:

|A| = |B| alebo  card A = card B.

Definicia 50. MnoZinu A nazyvame konecnd prave vtedy, ak existuje

také prirodzené &islo 1, Ze A je ekvivalentnd s mnozinou {1,2,...,n} alebo
je A prazdna. MnoZina A je nekonecné préve vtedy, ak nie je konec¢na.

V pripade kone¢nych mnoZin mdZeme stotoZnit’ pojmy mohutnost” a
pocet prvkov. Premyslite si to! Ale zaujimavé je to, Ze ajmedzi nekone¢nymi
mnoZinami sa vyskytujid mnoziny s r6znymi mohutnostami.

Definicia 51. Nekone¢nd mnoZzina A sa nazyva spoditatel'na prave vte-
dy, ak |A| = |N|, kde N je mnozina prirodzenych ¢isel.

Spocitatelné su teda tie mnoziny, ktorych prvky dokazeme ocislovat’
pomocou nekonec¢ného poc¢tu indexov.




Priklad 34. Spocitatelné mnoziny st napriklad: N - mnozina prirodze-
nych ¢isel; Ng —mnoZina prirodzenych ¢isel, rozsirena o nulu; Z —mnoZina
vsetkych celych ¢isel; Q — mnoZina vSetkych racionalnych ¢isel.

Ked' si uvedomime, Ze spocitatelnost’ vlastne znamena ,rovnaky po-
¢et prvkov”, je prekvapivé, Ze hoci sa ndm zd4, Ze celych ¢isel je zhruba
dvakrat tolko ako prirodzenych, predsa ich je ,rovnako vela”. Este me-
nej ocakavany je fakt, Ze aj vSetky racionalne ¢isla st spocitatelné — to je
v tplnom rozpore s naSou predstavou, Ze ich je nekoneénekrat viac ako pri-
rodzenych, ved predsa medzi lubovolnymi dvomi prirodzenymi &islami
na ¢iselnej osi sa nachadza nekonelne vela racionélnych cisel.

Priklad 35. Nespoditatelné mnoZiny st napriklad: mnoZina iracional-
nych ¢isel; R — mnoZzina redlnych ¢isel.

To je dalsi prekvapivy fakt. Ukazuje sa, Ze realnych &isel je ,,omno-
ho viac” ako raciondlnych, hoci aj medzi lubovolnymi dvoma redlnymi
¢islami sa nachadza aspori jedno racionalne ¢islo.

Veta (o spocitatelnosti mnoziny raciondlnych ¢&isel). MnoZina raci-
onélnych &isel Q je spocitateln, t.j. existuje vzajomne jednoznacné zo-
brazenie Q <% N.

Doékaz. Najskor dokazeme spocitatelnost’ racionalnych &isel z intervalu (0, 1). UkaZze-
me, ako moZeme tieto racionalne &isla ocislovat. Oznaéime r; = 0,7, = 1/2,r3 = 1/3,
ra =2/3,r5 =1/4,1r¢ =3/4,r7 =1/5,r3 =2/5,r9 = 3/5,r19 = 4/5. Racionalne &isla p/q
(v tvare zlomku s nestudelitelnymi ¢itatelom a menovatelom) pre kazdy menovatel g = 2,




3,4, ...vypisujeme od najmensieho po najvicsie, teda postupne od 1/g az po (g —1)/4.
Je zrejmé, Ze kazdé racionalne &islo sa do tohoto zoznamu dostane.

Dalej pecialne o¢islujeme jednotlivé intervaly redlnej osi: Z; = (0,1), Z, = (—1,0),
I3 =1(1,2), Iy = (-2,-1),Z5 = (2,3), Zs = (—3,—2), atd" Intervaly s neparnymi inde-
xami postupne zaplnia nezépormi poloos, intervaly s parnymi indexami zaplnia zdporna

poloos. Celkove plati R = U 1, pricom intervaly st disjunktné. Kazdé racionalne ¢islo

=1
na urcitom intervale Z,, ma sebe odpovedajuce ¢islo z intervalu 77, od ktorého sa lisi o
celé ¢islo — posun intervalu Z,, vo¢i Z;. Preto sa aj raciondlne ¢isla na kazdom intervale 7,
daju ocislovat. Ozna¢me postupne racionélne ¢isla na intervale Z,, ako 11,1, 72,1, 3,1, - - - -
Prvy index teda urcuje poradie ¢isla v ramci intervalu a druhy urcuje poradie intervalu.
Vsetky racionalne ¢isla méZeme umiestnit’ do nasledujucej nekoneénej tabulky:

1,1, 21, 13,1, T41, 151, Ted,
1,2, 122, 132, T42, 7152, 76,2,
r,3, 123, 133, T43, 7153, 763,
1,4, 124, 734, T44, 754, T64,
1,5, Y25, 135, Tas5, 751, 7165,

A teraz vSetky raciondlne &isla precislujeme tak, aby kazdé z nich malo jediny index.
Budeme postupovat’ od lavého horného rohu tabulky po diagonalach doprava, pozorne
si vS§imnite systém c¢islovania: 1 = 1,12 =121,¥3 =T112,Y4 = 113,15 = 122,16 =131,
r7 =141, 78 = 32, 79 = I23, atd. Ak si viimnete stcet indexov na pravej strane uvidite,
Ze tvori tzv. neklesajticu postupnost. KedZe l'ubovolné raciondlne ¢islo sa nachédza v ur-
&itom riadku a stlpci tabul'ky, ¢asom sa k nemu pri tomto sposobe urite dostaneme (po
kone¢nom pocte krokov). Teda sme ustanovili vzajomne jednoznaéné zobrazenie Q <% N.




Veta (o nespocitatelnosti mnoziny redlnych éisel). Mnozina redlnych
Cisel R je nespocitatelna, t.j. neexistuje vzajomne jednoznacné zobrazenie
R & N.

Doékaz. DokéaZzeme, Ze nespocitatelny je interval (0,1). Z toho vyplyva aj nespodita-
telnost’ R. Predpokladajme, Ze mnozZina reélnych &isel z intervalu (0, 1) je spocitatelna,
teda jej prvky sa daju ocislovat’ Budeme ich brat’ v tvare s nekone¢nym poctom cifier za
desatinnou ¢iarkou. Znovu ich umiestnime do tabulky:

x1 = 0,a1182103104105146] - - -
X2 = 0,a1282203204205206. . -
x3 = 0,a13823433443053463. - -
x4 = 0,a14024034044054064. . -
x5 = 0,a15025035045055065. - -

Cislo a;j je i-ta cifra za desatinnou diarkou j-ho ¢isla. Zostrojime (pri tomto uspo-
riadani) také realne &islo, ktoré sa medzi uvedenymi nemoZze nachadzat. Vsimame si
diagonélne prvky a;. Ak je a; # 5, tak polozime a; = 5, ak je a; = 5, tak polozime
a; = 3. Potom redlne ¢&islo a = 0,a1apa34a4 . .. patri do intervalu (0, 1) lebo je mensie ako 1
a zéroveri sa nemoze nachddzat’ v Ziadnom riadku tabulky, pretoZe na zéklade definicie
¢isla a urcite plati a;; # a;. Tento spor dokazuje vetu.

Po tomto teoretickom tivode do mohutnosti mnozin mdZeme odpove-
dat’ na otazku: ,, Aké je mohutnost” Cantorovej mnoziny C?” Ak budeme
uvazovat’ zapis ¢isel z intervalu (0, 1) v trojkovej sastave, moZzeme zapisat’




nasledujuci vztah, definujici Cantorovu mnoZinu ( , ):

o0
= {x €(01): x=Y 537" x € {0,2}}.

i=1
Teda v zapise ¢isel Cantorovej mnoziny v trojkovej ststave chybajt cifry 1.
V principe to mdZeme vysvetlit’ nasledujicim spdsobom: odobratie stred-
ného intervalu v prvom kroku je ekvivalentné so ,zdkazom jednotky” na
prvom mieste za desatinnou (?) ¢iarkou, odobratie dalsich dvoch stred-
nych intervalov v druhom kroku, je ekvivalentné so ,zakazom jednotky”
na druhom mieste, atd’. (,Drobné problémy” moéZzu vzniknut' na krajoch,
taktne ich obideme ml¢anim.)

Veta (0 mohutnosti Cantorovej mnoziny C). Cantorova mnoZzina C mé
mohutnost’ kontinuum, teda |C| = |R].

Dokaz. DokdZeme rovnost’” mohutnosti Cantorovej mnoZiny a intervalu
(0,1). Na to treba ukézat’ vzajomne jednozna¢né zobrazenie medzi tymito
mnozinami. UvaZujeme teda nasledujtice zobrazenie. Kazdému prvku x €
C, ktory ma v trojkovej stistave zapis, pozostavajuci z cifier 0 alebo 2 pri-
radme ¢islo y € (0,1) tak, Ze v zapise ¢isla x vymenime vSetky cifry 2 za
cifry 1 a vysledné ¢islo budeme uvazovat’ ako zéapis v dvojkovej siistave. In-
verzné zobrazenie spociva v tom, Ze v dvojkovom zépise ¢isla y z intervalu
(0,1) nahradime v8etky cifry 1 ciframi 2 a vysledné &islo chapeme ako
zapis &isla x v trojkovej ststave. Je zrejmé, Ze uvedené zobrazenie spliia
spominané poZiadavky. n




Teda sa ukazalo, Ze bodov Cantorovej mnoziny je ,podstatne” viac, ako
raciondlnych &isel, resp. ako krajov vyhadzovanych intervalov (len nie je
jasné, kde sa schovali!). Zarover sme ukazali, Ze Cantorova mnoZina ma
mieru 0 (ked'ze celkova dizka vyhodenych intervalov bola 1), pretoze sa da
pokryt’ intervalmi, ktorych sumarna dlzka moze byt l'ubovolne mala.

Na zaver citujme z knizky ( , ): ,-..Cantorova mno-
zina je kompaktnd, dokonald a tiplne nesiivisld”. Dopliime vlastnymi slovami:
je velmi mali (mé& mieru nula) ale obsahuje obrovsky pocet prokov (ma mo-
hutnost’ kontinuum).

MnoZiny, ktoré budt mat’ podobné vlastnosti, budeme nazyvat’ canto-
rovskymi alebo cantorovskym prachom (¢i by bolo vystiZnejSie nazyvat’
ich smetim?).

6.2. Samopodobnost, fraktilna a iné dimenzie

Podla knihy ( , ) navrhol ( ) nasledujacu skii-
Sobnii definiciu fraktalu:

Definicia 52. Fraktdlom sa nazyva mnozina, ktorej dimenzia Hausdorfa-
-Bezikovica je vacsia ako topologickd dimenzia.

Pochopenie tejto definicie sa samozrejme opiera o zvladdnutie pojmov
Hausdorfova-Bezikovicova a topologickd dimenzia. O ich vysvetlenie sa poku-
sime nizSie. PraktickejSie je pouZzivat’ nasledujicu menej presnti, z mate-
matického hl'adiska, zato vsak ndzornu definiciu, navrhnutt tiez Mandelb-
rotom:




Definicia 53. Fraktdlom sanazyva struktiira, pozostavajtca z casti, ktoré
sa v nejakom zmysle podobajii celku.

Téato druha definicia zahffia mnoZstvo objektov, ktoré nie st len ma-
tematickymi abstrakciami. Ak sa napriklad pozrieme na fotku oblakov,
s charakteristickym rozmerom napr. 500 m a porovname ju s inou fotogra-
fiou oblaku, s charakteristickym rozmerom napr. 100m, na prvy pohlad
zaznamename podobnost” fotografii. Teda oblaky vyzeraji podobne, ne-
zavisle od skaly, v ktorej ich pozorujeme. Keby to tak nebolo, vedeli by
sme napriklad povedat’ , Tak toto je pri Skéle 100 m a toto zasa pri 500 m.”
Myslim si, Ze vo vSeobecnosti to nie sme schopni rozoznat'.

Poznamka 6.1. Treba tu upozornit’ na jeden dolezity moment. V praxi
nemdzeme Skélovat’ od nekonetne malych po nekonecéne vel'ké rozmery.
Napriklad ani netusime, ¢i ma vesmir nekonecny alebo koneény priemer,
takZe uvazovat’ oblak v skdle jedného parseku asi nebude najvhodnejsie.
Na druhej strane sa uZ samozrejme pohlad na oblak pri 8kéle 1 A nebude
podobat’ na tie, ktoré sme uviedli, snad’ budeme ,vidiet” uz obrovské
jednotlivé atomy. Teda so Skalovanim to v praxi netreba prehanat’.

Po tejto poznamke uz moéZeme medzi fraktaly zaradit’' napriklad stromy,
pohoria s kopcami, na ktorych st mensie kopceky, ¢i morské pobreZie.

Definicia 54. Mnozinu M budeme nazyvat' samopodobna prave vtedy,
ak existuje m > 1 réznych zobrazeni podobnosti Ty, Ty, ..., Tj, takych,
Ze plati

M=T{(M)UTr(M)U---UTy(M).




Poznamka 6.2. O zobrazeniach podobnosti sme uz pisali v oddieli 4.2.2.
V podstate ak by sme uvazovali kontraktivne zobrazenia podobnosti (moézu
byt aj iné?), potom vidime, Ze samopodobné mnoZiny sii pevné body Hutchin-
sonovho zobrazenia alebo pevné body SIF.

Priklad 36. Cantorova mnoZina je samopodobnd. Odpovedajtce zobra-
zenia sme definovali na strane 161.

Pozndmka 6.3. V zmysle prave uvedenej definicie nebudt predfraktilne
mnoziny C, samopodobné, na druhej strane v zmysle druhej Mandelbroto-
vej definicie ich uZ méZeme chéapat’ ako fraktaly, pretoZe tu isto je ,nejaka
podobnost™ medzi ich ¢astami a nimi samotnymi.

6.2.1. Fraktilna dimenzia

Rozdelme nejaku tsecku na N rovnakych ¢asti. Potom kazdu takuto cast’
usecky mozeme chapat’ ako képiu povodnej tsecky, zmensenu 1/r krat
(teda pri r = 1/3 hovorime o 3-ndsobnom zmenseni). V akom vztahu st
¢isla N ar? Vtomto pripadejejasné, Ze plati N - r = 1. Akbudeme uvaZovat’
tsecku U ako podmnozinu R, potom kazda jej podtsecka U sa da napisat’
ako Uy = Ty(U), kde kazdé zobrazenie Ty ma tvar Ty(x) = r - x + pg, kde
r je koeficient podobnosti a px je vhodny posun.

Poktsme sa postup zopakovat’ na nejakom $tvorci (alebo obd{Zniku).
Zmensime vSetky jeho rozmery 1/r krat. Z takto zmensenych kopii po-
skladajme povodny obrazec. Budeme na to potrebovat’ N ,zmensenin”.




V akom vztahu budd teraz N a r? Znova nie je problém pochopit, Ze bude
platit: N - 2 = 1.

Ak postup zopakujeme s nejakym trojrozmernym objektom, najlepsie
s kockou, zistime, Ze plati N - r° = 1.

Takto sme prisli ku nasledujucemu vztahu, ktory spéja velkost’ zmen-
Senia, pocet Casti a dimenziu daného objektu

NP =1. (69)

Presved¢ili sme sa, Ze vztah (69) plati pre tsecky (D = 1), obdizniky
(D = 2) a kvadre (D = 3). Vo vsetkych tychto prikladoch sme ziskali
celociselné hodnoty D. Mozeme si polozit’ otdzku: , Existuju také geomet-
rické objekty, ktorych dimenzia nie je celé ¢islo?” Hoci eSte nedavno by
sme bez véhania odpovedali, Ze nie, odpoved je d4no. Také objekty — mno-
Ziny existuji — nazyvaja sa samopodobné fraktaly. Hodnota D urcena
vztahom (69) sa nazyva fraktdlna (zlomkovd) dimenzia alebo dimenzia
podobnosti.

Logaritmovanim vztahu (69) pri lubovolnom zaklade dostédvame

log N
log1/r

dimg = D = (70)

Poznamka 6.4. Pojem fraktilnej dimenzie sa objavil v roku 1919 v praci
E. Hausdorfa. Vzorec (70) sa hodi na ur¢ovanie dimenzie v pripade, ak je
koeficient podobnosti stile rovnaky, neda sa pouZzit’ na ur¢ovanie dimen-
zie fraktalov, ktoré vznikajt, ak v zobrazeni Hutchinsona SIF vystupuja




kontraktivne zobrazenia s rdznymi koeficientami kontraktivnosti. Trochu
predbehneme vyvoj udalosti a uvedieme definiciu, uvedent v skriptach
( , ), preformulovant na nase oznacenia.

Definicia 55. Nech A je pevny bod SIF s koeficientami kontraktivnosti
1,72, ..., m. Nech s je rieSenim rovnice

rn+rs+---+rn,=1
Potom s = dimg(A) sa nazyva dimenzia podobnosti mnoziny A.

Priklad 37. Urcéme fraktilnu dimenziu Kochovej krivky.

RieSenie. Na obrazku 24 je zobrazend vlocka, ktorta v roku 1904 vymyslel
H. von Koch. Je zloZené z troch predfraktalov, ktorych definiciu uvedieme
niz$ie, r6zne natocenych a posunutych.

Tretiny jednotlivych obrazkov 24 predstavuja prvé styri iteracie SIF, de-
finované nasledujtcim spdsobom. Vezmeme nasledujtci zaciatocnyy kompakt
SIF ICQZ

Ko = {x = (xl,X2)T € R? : X1 € <0, 1>, Xy = 0}.

Dalej definujeme $tyri kontraktivne zobrazenia podobnosti s koeficientom
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Obr. 24: Konstrukcia vlocky z troch Kochovych kriviek
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Zobrazenie Hutchinsona (pozri oddiel 4.2.3) definujeme teraz ako

T(E) = T1(E) UT2(E) UT3(E) U T4(E),

kde K je mnoZina kompaktov na R2.
Zobrazenie T spolu s itera¢nou postupnostou definovanou vztahmi

’Cn — T(,Cn—l)/

Eec K,

n=1,2,...

vytvéra systém iterovanych funkcii (SIF). Na zéklade vety o konvergencii
postupnosti SIF (oddiel 4.2.3) modzeme teda tvrdit, Ze existuje limita

H = lim T"((0,1)) = lim K,.

n—oo

n—oo




Mnozina H sa nazyva Kochova krivka. Uréme eSte jej fraktdlnu dimenziu,
dosadenim do vzorca (70), pricom krivku ‘H mdZeme poskladat’z N = 4
jej kopii, zmensenych trojnasobne:

logN  log4

= = ~ 1.2618.
logl/r log3

Vidime, Ze dimenzia Kochovej krivky sice mensia ako 2 (nepokryva celu
rovinu), ale zarover je vicsia ako 1 (je nadmerne kl'ukatd).

Pozndmka 6.5. MoZeme pouZit’ aj vyssie uvedent definiciu dimenzie po-
dobnosti. Kochova krivka je pevny bod SIF, so Styrmi kontraktivnymi zo-
brazeniami T} s rovnakym koeficientom kontraktivnosti r = 1/3. Teda s je
rieSenie rovnice

(1/3)°+(1/3)°+ (1/3)° + (1/3)* =1,

odkial'je 4 (1/3)° = 1 a teda s = log4/ log 3.

Poznimka 6.6. Vidime, Ze len vysledny fraktdl spliia matematickd de-
tiniciu samopodobnosti, t.j. sklad4d sa z celého poctu svojich vlastnych
,zmensenin”. V pripade predfraktilov mdzeme povedat) Ze sa ,,takmer” daju
poskladat’ zo svojich zmenSenin. Prave v tom spociva istd samopodobnost’
predfraktalov, uvedena v druhej definicii Mandelbrota.

Uloha 35.  Urcte fraktdlnu dimenziu Cantorovej mnoziny. o




Obr. 25: Dvojrozmerné cantorovskd mnoZina

Uloha36. Uréte dimenziu fraktalu, ktorého prvé tri predfraktalne mno-
Ziny st zndzornené na obrazku 25. .

6.2.2. Topologickd dimenzia

Na tomto mieste sme chceli uviest’ definiciu topologickej dimenzie preto,
aby sme mohli aspori zlahka precitit’ prvt definiciu fraktalu, dani Man-
delbrotom. Avsak ,zvitazil zdravy rozum” a definiciu neuvddzame (cas,
potrebny na jej ,stravenie” radsej venujte ostatnym problémom). Keby
predsa len niekto nemohol bez tejto definicie pokracovat’ v ¢itani, najde ju
v knihéach ( , X , ), resp. v knihe ( ,
) najde pekny odkaz na ta spravnu literataru.
Topologicka dimenzia sa definuje induktivnym spdsobom, preto sa na-




zyva tieZ induktivnou dimenziou. NavySe existuja dve — mald a velkd —
nastastie v priestore R". M6Ze nadobtudat’ len celoc¢iselné hodnoty.

Priklad 38. Uvedieme len par prikladov topologickej dimenzie niekto-
rych zaujimavych mnozZin: dimr () = —1, dim7(Q) = 0, dimp(C) = 0,
dim7(R) = 1, dim7(R?) = 2, ..., dim(R") = n.

Ako vidime, Cantorova mnozina C vyhovuje prvej Mandelbrotovej
definicii fraktalu, pretoze 0 = dim7(C) < dimg(C) ~ 0.6309.

6.2.3. Minkovského, bunkova (box) a Hausdorfova dimenzia

Predstavme si mapu nejakého kontinentu, ktorého dizka pobreZia nas zau-
jima. Ako ju mozeme urcit? Ak mame poruke kruzidlo, méZeme si na fiom
nastavit’ ur¢ity priemer §j, ktory bude odpovedat’ podla mierky mapy
vzdialenosti ly. Dalej do zadiatku pobreZia zapichneme jeden hrot kru-
zidla, druhy prilozime na intG poziciu na pobrezi, kruzidlo pooto¢ime,
pricom druhy hrot udrZujeme pevne v bode, kde sme sa dotkli pobrezia a
prvy hrot poloZime na d'alsi bod pobreZia. Tuto ¢innost’ opakujeme dovte-
dy, kym sa nedostaneme na koniec pobreZia. Ak sme priloZili kruzidlo Ny
krat, potom za priblizna dizku moZeme vyhlasit’ &islo

L0:N0-10=C-N0-50.

Samozrejme, moZeme tento vysledok ,spresnit™ tak, Ze zvolime novy prie-
mer 01, odpovedajuci dlzke /; a znova odmeriame dlzku, rovnakym spo-




sobom. Pocet priloZeni kruzidla nech je teraz Ny. Potom dostaneme dizku
L1 =c-N 1° 51.

Dalo by sa o¢akévat, Ze pri zmensovani dizky 1, sa bude celkova dizka
L, = L(6x) = ¢- N(8y) - b, bliZit’ ku nejakej hodnote L. Ukazuje sa, Ze tieto
o¢akéavania sa nesplnia, dlzka L(8,) neohrani¢ene narasta pri zmensovani
on.
Poznamka 6.7. Narastanie diZky sa dalo o¢akavat’ (po bitke je kazdy ge-
nerdlom), pretoZe pri zmensenom meritku 6, musime sledovat’ pobreZie
podrobnejsie, zmensovanie meritka pre nds znamené vlastne zvicSovanie
mapy a teda ,,vidime” detaily, ktoré sme predtym nepostrehli. Samozrejme,
ako sme uz spomenuli vyssie, so zmenSovanim meritka (a teda s limit-
nym procesom) sa to nesmie prehanat. Co je hranica pobreZia, ked sa
nachaddzame na atomarnej Grovni diZok?

Predpokladajme, ze zavislost’ L(5) moze byt’ popisana zévislostou

L(8) = c-N(5)-8P.
Ak tato zavislost’ zlogaritmujeme, dostaneme
log N(6) ~ k— D log$, (71)

kde k ~ log[L(8)/c]. Vidime, Ze zavislost’ (71) je linedrna v dvojnasobne
logaritmickych skalach. Zaujimavé je prave taka hodnota D, pre ktort je k
prakticky konstantné, a teda ,5-d{ka” L(§) nezavisi od mierky.

V knizke ( , ) st na strandch 16-17 uvedené dva obrazky, na
ktorych st nanesené body [log 6, log N(8)] pre rozne pobrezia. Zaujimavé




je to, Ze prakticky pre kazdé pobreZie body leZia prakticky na priamke (teda
zévislost’ tvaru N(8) ~ a- 6P je velmi dobre splnend), rozne pobreZia
maju rozne dimenzie D. Pre norske pobrezie vychadzalo D ~ 1.52, pre Velku
Britaniu bolo D ~ 1.3. Druhy obrazok je prevzaty z knihy (

). Mandelbrot uvéadza aj udaje pre kruZnicu, kde len pri velkych 5
dochadza ku zakriveniu. Pri mensich hodnotéach sti body na priamke, pre
ktorti vychadza D = 1.

Uloha 37. Vezmite nejaky atlas, zvolte si pobreZie a odmerajte ho pri
roznych mierkach 6. Naneste na graf body [log 6, log N(6)]. Uréte pribliz-
ne koeficient D z rovnice (71). °

Zo vytahu (71) méZeme vyjadrit’ D:

_log N(é) k

D~ .
log o log o

Ak budeme zmensovat’ § bude log 6 klesat’ do —oo a druhy ¢len vymizne.
To je zakladom definicie Minkovského dimenzie.

Pozndmka 6.8. V tivode sme hovorili o merani dizky pobreZia pomocou
kruzidla. Ak v8ak priloZzime kruzidlo, m6Zeme si zaroveti predstavit'kruh,
poloZeny na mapu tak, Ze hroty kruZidla tvoria jeho priemer. Jednotlivé
priloZenia kruZzidla potom odpovedaja pokrytiu linie pobreZia systémom
kruhov. Namiesto kruhov by sme mohli pouzit’ napriklad Stvorce (¢o su
vlastne kruhy v maximum metrike).




Definicia 56. Ozna¢me N(4) najmensi pocet kruhov (guli) diametra 6,
potrebnych na pokrytie mnoziny A. Ak pre mnoZinu A existuje limita

log N(6)

D=-—
50t log &

) (72)

potom sa tato limita nazyva Minkovského dimenzia mnoZiny A a bu-
deme ju oznacovat’ dimy,(A) = D.

Pozndmka 6.9. 'V skriptéch ( , ) sa dand limita oznacuje ako
Kolmogorova entropia.

Teda postup pri pribliZnom urcéovani Minkovského dimenzie je na-
sledujuci:

1. Zvolime rozmer 6 kruhu ($tvorca, pripadne gule alebo kocky v 3D).

2. Pokryjeme mnozinu A ¢o najmensim N () po¢tom kruhov.

3. Uréime podiel —log N(6)/ log 6, ktory dava priblizna hodnotu Min-
kovského dimenzie dimy;(A).

4. Postup opakujeme pre viac hodnoét 6 a sledujeme vyvoj pribliZznej
hodnoty dimenzie, pri zmensujtcich sa hodnotach 6.

Alternativny postup pri pribliZznom uréovani Minkovského dimenzie
je nasledujuci:

1. Zvolime rozmer 6 kruhu ($tvorca, pripadne gule alebo kocky v 3D).

2. Pokryjeme mnozinu A ¢o najmens$im poctom kruhov N(§).

3. Postup opakujeme pre viac hodnot 6.




4.Na zéklade ,nameranych hodnot” preje pocet ,merani” P v zavislosti
logN(6;) ~k—D logé;, kdei=1,2,..., P, urtime metédou najmensich
Stvorcov ,,optimalnu” hodnotu parametra D.

Dalsia modifikacia spociva v tom, Ze rozdelime nejakt oblast, obsahu-
jicu mnozinu A (napriklad obd{Znik v dvoj- alebo kvader v trojrozmernom
priestore) na Stvorce (kocky) roznych rozmerov §;. Potom spocitame pocet
buniek, obsahujticich body mnoZiny A, teda pocet buniek, potrebnych na
pokrytie mnoZiny A. Ak pouZijeme tento pocet N(8) v definicii Minkov-
ského dimenzie, dostaneme tzv. bunkovii alebo box dimenziu. Kedze v defi-
nicii Minkovského dimenzie sa vyZaduje najmensi pocet pokryti, vysledky,
ziskané touto jednoduchsou metdédou sa budu (z praktického hladiska ne-
podstatne) liSit" od vysledkov, ziskanych vyssie uvedenymi metédami.

Priklad 39. Ur¢me Minkovského dimenziu mnoziny
A={0,1,%%%---}

RieSenie. Priklad je vo forme vety uvedeny v knihe ( , )-
Struc¢ne popiseme postup. Ak zvolime nejaké 6 > 0, ozna¢me k najmensie
prirodzené ¢islo, pre ktoré je

L 11T

k—1 k  k(k—1) 7
Plati zhruba 6 ~ 1/ k%. Na pokrytie bodov 1, %, %, %, cel, k%lf je potrebnych
k—1 ~ 1/+/6 kruhov priemeru 6. Na pokrytie zvysnych bodov, ktoré




leZia na intervale (0, 1) je potrebnych priblizne 1/(k8) ~ 1/(1/8) kruhov.
Celkovy pocet, potrebny na pokrytie celej mnoZiny A je teda priblizne
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Teraz mozeme spocitat’ limitu (72)

N(8) =

log 2
D:—limM:—lim \/3:1_
5—0+t logd 5—0+ logd 2

Teda dimys(A) = 1/2.
Poznamka 6.10. MnoZina A je zrejme spocitatelnd a preto ma nulovi
mieru (dé4 sa pokryt’ uzavretymi intervalmi, s celkovou dizkou fubovolne

malou). Napriek tomu je jej Minkovského dimenzia nenulovd, ¢o je dané
priestorovym rozloZenim bodov a nie ich po¢tom!

Poznamka 6.11. 'V knihe ( , ) dokdzana veta o tom, Ze ak
je mnozina A hladka krivka, potom je dimp(A) = 1.

Strucne sa venujme Hausdorfovej dimenzii mnoZin. Zakladom jej defi-
nicie je takzvand Hausdorfova d-miera mnoZziny. UvaZujme pokrytie mnoZi-
ny A rdznymi ,gulami”. (Ak pracujeme v rovine, ni¢ ndm nebréani chapat’
ju ako podmnozinu trojrozmerného priestoru a potom pokrytie kruhmi a
gulami vlastne znamena to isté, dolezity je priemer mnozin.)

Pozrime si vzorce , objemov guli” s priemerom é pre D = 1,2 a 3.

7T
Vie) =5 Va(6)=7 8, Vs =28,




kde Vj je dlzka, V, obsah a V3 skutotne objem. Oznac¢me tieto objemy

Pomocou I'(x) — takzvanej Gamma funkcie — je mozné definovat’ y(D)
tak, zZe ostant v platnosti vzorce s celo¢iselnym D, ale zarovern sa budt dat
pouZit’ aj pre necelociselné D ( , )-

Pokryme teda mnozinu A spodéitatelnym poctom ,guli” s priemermi
O < €. Pre kazdé pokrytie existuje sticet D-objemov pokryvajtcich ,, guli”

J

Samozrejme tento stcet zavisi od hodnoty D, € a od pokrytia. Ak oznac¢ime

Sp,e(A) =infy(D) ¥ &P,

18

k=1

kde infimum sa berie po vSetkych moznych pokrytiach mnoZiny A, tak
Hausdorfova vonkajsia D-rozmernd miera mnoZiny A sa definuje ako

Sp(4) = lim Sp,.(A).

Poznamka 6.12. Rozdiel medzi Minkovského a Hausdorfovou mierou
spociva v tom, Ze v pripade Minkovského miery sa pokryva gulami, kto-
rych priemer je rovnaky &y = ¢, v pripade Hausdorfovej miery je o, < e.




T4/

Teda Hausdorfove pokrytie dokédZe lepsie , kopirovat™ dantt mnoZinu (pri
danom &!). V kone¢nom dosledku sa vsak sleduje spravanie hornych mier
prie — 0.

Priklad 40. Ur¢me Hausdorfovu D-mieru, kde D > 0, mnoziny
A={0,1,%3%%---}

RieSenie. UkdZeme, Ze dokadZeme sticet D-objemov nejakého pokrytia da-
nej mnoziny urobit’ mensi ako I'ubovolné &islo a teda, Ze Hausdorfova D-
miera tejto mnoZiny je 0. Nasledujtca konstrukcia je Standardné a dokazuje
nulovost’ Hausdorfovej D-miery pre lubovolnu spocitatelnt mnozinu. Pr-
vy prvok mnoziny A pokryjeme gulou s priemerom d; = (&£)¥/P, druhy

pokryjeme gulou s priemerom d, = (&£/4)'/P, ..., k-ty pokryjeme gulou

s priemerom dj = (& /k?)Y/P, . ... Potom pre dané pokrytie plati
00 5 00 5 1/D & 00 £ 7.[2
o) F =0 ¥ | () | =0 E & -rdek
k=1 k=1 k=1

Je zrejmé, ze pre kazdé y(D) modzeme zvolit’ & tak malé, Ze celkovy stcet
objemov pokrytia bude Iubovolne maly. Preto bude Sp(A) = 0 pre kazdé
D > 0.




Veta (o Hausdorfovej dimenzii). Pre kazdt mnozinu A € R" existuje
jediné &islo D, pre ktoré plati

e<D= 5,(A) =00 A e>D=S,(A) =0.
Toto ¢islo D sa nazyva Hausdorfova dimenzia mnoZziny A, pricom plati

dimpy(A) =sup{D: Sp(A) = o} =inf{D: Sp(A) = 0}.

Dokaz. RadSej nie. n

Poznamka 6.13. Predchéddzajuci priklad 40 ukazuje, Ze existuji mnoZziny,
ktorych Minkovského a Hausdorfova dimenzie st rozne. Ostaneme teda
radsej pri pouzivani Minkovského, resp. bunkovej dimenzie.

Priklad 41. Ak budeme uvaZovat’ $tvorec, potom ho mozeme pokryt’
velmi velkym po¢tom drobnych gul6cok. KedZe ich priemery sa musia
zmen3ovat'k nule, ich pocet sabude bliZit’do nekonecna. Nech st uloZené
na sietke N x N. Potom ich pocet bude rddovo N?, dizky budd radovo
1/N, obsahy budt rddovo 1/N? a objemy budt rddovo 1/N>. 1-miera
bude nekoneén4, pretoze N2 - 1/N = N, 2-miera bude konec¢n4, pretoZe
N?.1/N? = 1 a 3-miera bude nulov4, pretoZe bude platit’ N - 1/N° =
1/N =0.

Poznamka 6.14. Prof. Krempasky na jednej prednaske vystizne pozna-
menal, Ze l'udia asi intuitivne vnimaju fraktalnu dimenziu. Odpovedaju




tomu, napriklad, stavby, ktorych fraktalna dimenzia kopiruje dimenziu
okolitého prostredia — rovné pyramidy v rovnej pusti a bohato ¢lenené
pagody uprostred 4zijskych dzungli.

6.3. Konstruovanie fraktalov

Vyssie sme uZ uviedli niekol'ko spdsobov konstruovania fraktélov.

Cantorovu mnoZinu sme konstruovali postupnym odoberanim jej Casti,
ukazali sme vsak, Ze rovnaky vysledok dosiahneme pomocou systému
iterovanych funkcii. UkdZme si podobny postup na priklade Sierpiriskeho
koberca.

Priklad 42. 'V rovine uvazujme zaplneny rovnostranny trojuholnik Sp.
V prvom kroku z neho odoberme vnutorny trojuholnik, ktorého strany
tvoria stredné priecky trojuholnika. Vznikne tak zname logo firmy Fisch-
er — Sp. V druhom kroku odoberme vo vsetkych troch trojuholnikoch
znova stredné trojuholniky. Tak pokra¢ujme d'alej. Vzniknuta postupnost’
predfraktalov definuje fraktal, ktory sa nazyva Sierpiriskeho koberec. Zna-
zornime predfraktal Ss.

RieSenie. Prvé predfraktdly st zndzornené na obrazku 26.

Uloha 38.  Urcte fraktdlnu dimenziu Sierpiriskeho koberca. .
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Obr. 26: Prvé predfraktaly Sierpifiskeho koberca

Uloha 39. Uréte zobrazenia definujtice SIF v pripade Sierpifiskeho ko-
berca. Uskutoc¢nite 3 iteracie, ak za zaciato¢ny kompakt zvolime obvod
rovnostranného trojuholnika. Porovnajte obrazky po 3 iteraciach, ktoré
sme ziskali z dvoch roéznych zaciatocnych mnozin. Vyskusajte int zacia-
to¢ntt mnoZinu, napriklad obvod Stvorca. .

6.3.1. Lindenmayerove systémy

Pojem Lindenmayerovho systému alebo skratene L-systému sa objavil len
nedévno v roku 1968 vdaka A. Lindenmayerovi. L-systémy boli zavedené
pri vyskume formdlnych jazykov, vyuZzivali sa aj v biologickych modeloch
selekcie. Ndzornu graficku interpretaciu L-systémov zaviedli

( ). Pomocou L-systémov je moZné konstruovat’ zndme samo-
podobné fraktéaly, vratane Kochovej vlocky alebo Sierpiriskeho koberca.
Pomocou L-systémov sa vSak da konstruovat’ obrovské mnozstvo dalsich
fraktalov, napriklad fraktdlne stromy a rastliny ( y ). To, Ze




L-systémy st vhodnym néstrojom na generovanie realisticky vyzerajtcich
obrazov rastlin, ukazal matematik ( )-

Ohrani¢ime sa, rovnako ako autor knihy ( , ), odkial
cerpame tieto informécie, len pripadom deterministickych L-systémov.

Definicia 57. Formalne L-systém pozostava z abecedy, zaciatocného
slova, nazyvaného axidmou alebo inicidtorom a zo stboru generujiicich pra-
vidiel, uréujtcich sposob transformaécie slova od iteracie k iteracii. Postup-
nost” slov potom definuje postupnost’ predfraktilov, aproximacii vysled-
ného fraktélu.

Na graficku realizaciu L-systémov sa hodi tzv. turtle-grafika, v preklade
korytnacia-grafika. Modeluje pohyb korytnacky, ktord nemé poratia o tom
kde je a rozhoduje sa vzdy len medzi par moznostami travenia ,najbliZsej
buducnosti”. Bud' sa pootoéi (o rovnaky uhol vlavo alebo vpravo), bud’
prejde vzdy rovnaky krok dopredu (korytnacka predsa nevie ctivat) alebo
prejde krok dopredu a ,,oznackuje” (ako asi?) cestu.

V kazdom momente stav korytnacky definuje trojicu ¢isel (x, y, «), kde
(x, y) je poloha korytnacky v rovine a « je aktualny uhol natocenia koryt-
nacky voci nejakému stiradnicovému systému.

Po ,precitani kédového slova” korytnacka ,vyznaci” slovo — predfrak-
tal — v rovine.

Abeceda L-systému teda moZe obsahovat'napriklad nasledujtce znaky:

F jeden krok dopredu s kreslenim stopy
f jeden krok dopredu bez kreslenia stopy




[ otvorenie vetvy

1 uzavretie vetvy

+ zvdcSenie uhla o 0 hodnotu 6 (proti smeru pohybu hod. ruciciek)
- zmensSenie uhla & 0 hodnotu 6

Poznamka 6.15. Uvedené znaky reprezentuja prikazy turtle-grafiky. Na
praktické tcely je mozné a uZitoéné zaviest’ este dalsie pomocné znaky,
budeme ich oznacovat’ X a Y. Pri ich vyskyte ich moZe korytnacka bud’
ignorovat’ alebo interpretovat’ ako krok dopredu F (v programe, uvede-
nom v prilohe, sme to implementovali tak, Ze je nastavené ignorovanie,
odkomentovanim odpovedajtcich riadkov méZeme nastavit’ druht inter-

pretéciu).

Poznamka 6.16. V MATLABe sme pouZili namiesto uvedenych symbolov
abecedu:L,S,0,C,PaM.

Poznamka 6.17. V knizke ( : ) na strane 49 najdete
informacie o 3D zovSeobecneni korytnacej grafiky.

Pravidla sa mo6Zu nazyvat’ tak, aby bolo jasné, nac¢o sa pouZivajd, na-
priklad newL a pod.

Priklad 43. L-systém, odpovedajtci Kochovej vlocke sa definuje nasledu-
jacim sposobom:

1.0 =m/3.

2. Axiéma: F++F++F.

3. Pravidlo: new F = F-F++F-F.




Overte, Ze ak vykresli korytnacka axiému, na obrazovke sa objavi rov-
nostranny trojuholnik.

V prvom kroku sa podla pravidla kazdy znak F nahradi retazcom
F-F++F-F. Dostaneme teda slovo

F-F++F-F++F-F++F-F++F-F++F-F.

V dalsich krokoch sa substittcie podla pravidla opakuju, vzdy sa pouziju
v kazdom vyskyte substituovaného znaku, v tomto pripade znaku F.

Pozndmka 6.18. Priru¢nom vypise substittcii je vhodné pouzit’ prechod-
ne zatvorky ( a ) na vyznacenie substituovanych znakov, napriklad vyssie
uvedené slovo po prvej iterécii by vyzeralo nasledujicim spésobom

(F-F++F-F) ++(F-F++F-F) ++(F-F++F-F).

Na prvy prvy pohlad je zrejmé, Ze boli substituované tri znaky.

Na zaver treba eSte povedat), Ze pri otvoreni novej vetvy prikazom [
si korytnacka zapamita svoj stav a vrati sa do neho po uzavreti vetvy
odpovedajtcim prikazom ]. Pri vnorenych vetvach musi korytnacka pre-
ukazat’ skuto¢ne dobrti pamit’ a nepopliest’ to.

Priklad 44. Na obrazku 27 st znazornené tri iteracie predfraktalu
,retaz”, definovaného nasledujiicim spdésobom:

1.0 =m/2.

2. Axiéma: F+F+F+F.

3. Pravidlo 1: newF = F+f-F-FFF+F+f-F.

4. Pravidlo 2: new f = f£f.




Obr. 27: Vysledok pouZitia L-systému




Dal%ie obrazky najdete v knihe ( , ), definicie d’alsich
L-systémov vycitate z programovej prilohy.

6.3.2. Randomizované systémy iterovanych funkcii

V programovej prilohe najdete tdaje potrebné na vytvorenie zobrazeni
fraktalov nahodnym algoritmom SIF, kde sa v kazdom kroku ndhodne voli
jedno z kontraktivnych zobrazeni. Zmenou pravdepodobnosti je moZzné
dosiahnut’ r6zne obréazky.

V ¢asti KoliZe knihy ( , ) ndjdete navod na rieSenie opac-
nej iilohy SIF, kedy mame obrazok a radi by sme sa ku nemu dopracovali
vhodnou volbou SIF. Podstata met6dy spociva v tom, Ze obrazok ,obklu-
¢ime” Stvorcom alebo inym ttvarom a potom sa snazime zadat’ transfor-
macie tohoto Stvorca na rozhodujtce tvary, ktoré sa vyskytuji v Zelanom
obrazku.

O tom, Ze tieto met6dy nesltizia len na zabavu, svedcia aj prace nasich

kolegov ( , 5 ’ , ) z Technickej univer-
zity. ( ) uvadza, Ze matematickym vychodiskom na fraktalové
zakédovanie obrazu je KoldZovd teoréma, ktorej autor ( ) spolu

s A. SLOANOM uverejnili tento netradi¢ny sposob kdédovania.

6.3.3. Nahodné fraktdly

Fraktalne objekty sa vyskytuja prakticky na kaZzdom kroku. Doteraz uve-
dené postupy konstrukcie pomocou SIF alebo L-systémov maja ta nevy-




0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

RS ;-.,-.
et gt
RS
LA
- 1
. *
e .

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Obr. 28: Vysledok pouZitia ndhodného algoritmu SIF




hodu, Ze st deterministické. V prirode vyskytujtce sa objekty, ako napriklad
listy, sa sice navzdjom podobajt, ale nie st totoZné.

V knihe ( , ) je problematike ndhodnych fraktalov ve-
novana celd kapitola. Na tomto mieste len uvedme, Ze mdZeme rdznym
sposobom zabudovavat’'ndhodu do deterministickych procesov: napriklad
pri Kochovej vlocke (pozri stranu 173), ktoréd sa za normalnych okolnosti
deformuje len smerom von, méZeme pripustit’ aj opac¢nti deforméciu. Na-
priklad v L-systéme by sme to mohli dosiahnut’ ndhodnou volbou uréitého
pravidla z mnoZiny alternativnych pravidiel.

Ale to uZje ina rozpravka . ..

6.4. Oblasti pritazlivostiitera¢nych procesov v komplexnej
rovine

V roku 1879 A. Cayley sformuloval nasledujticu tlohu. Navrhol metédu,
ktort on nazyval metéda Newtona-Fouriera (dnes sa pouZziva uz len ndzov
Newtonova metodda)

{ et Sl 73)

pouzit’ na rieSenie rovnic p(x) = 0 s komplexnym polynémom p (citujeme
podl’a knihy ( , )) HPP. Uloha spociva v rozdeleni
roviny na oblasti tak, aby, ak si podla Zelania zvolime Iubovolny bod P
(zaciato¢ny bod x¢ v (73)) hocikde vo vntri jednej oblasti, prisli by sme




koniec-koncov kbodu A (koreriuy, t.j. p(A) = 0); z hociktorého bodu druhe;j
oblasti by sme prisli k bodu B a tak dalej pre kazdy z bodov — koretiov
nasej rovnice p(x) = 0.

V pripade kvadratickej rovnice je rieSenie jednoduché a krasne, no uz
nasledujtci pripad kubickej rovnice, podla vsetkého, predstavuje znainé
tazkosti.”

Oblasti, spominané v citate sa nazyvaju oblasti (bazény) pritazlivosti jed-
notlivych koreniov. Zmena numerickej metédy samozrejme moZze ovplyvnit’
tvar tychto oblasti.

O tom, Ze sa Cayley v svojom odhade nemylil, n4s presviedc¢a obra-
zok 29. Vidime, Ze jednotlivé oblasti urcite nie je mozné jednoducho de-
tinovat, hranica tychto oblasti — separatrixa — ma fraktalny charakter,
jednotlivé ,uzlikové” motivy sa pri zvacSovani vyrezov obrazku opakuja,
ako to vidiet’ na spodnom obrazku.

Na obrazku 30 je zndzornené chaotické spravanie postupnosti bodov
iteracného procesu v pripade, ak sa tento spusti na separatrixe. Na jed-
nej osi st naznacené iteracie, na druhej osi hodnoty log |z,|, pretoze pri
normalnom meritku by malé absolutne hodnoty |z, | na obrazku zanikli.

6.5. Juliove a Mandelbrotove mnoZiny

V knihe ( , ) st uvedené niektoré klasické fundamen-
talne vysledky z prac G. JULIA (1893-1978) a P. FATOU (1878-1929), tykajtice
sa racionélnych zobrazeni. Mandelbrot, tamtieZ, uvadza: ,,. .. Vd'aka tomu,
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Obr. 29: Oblasti pritazlivosti koretiov rovnice z3 +1 = 0




Obr. 30: Chaotické spravanie Newtonovej metddy rieSenia rovnice
4
z2+1=0




Ze Julia bol jednym z mojich ucitelov . .. “.

Vel'mi dobry prehlad o Mandelbrotovej a Juliovych mnozinéch aj s kras-
nymi ilustraciami néjdete na internetovej adrese

http://alife.tuke.sk/projekty/mandelbrot/mj.html.

Ak by sme chceli o tychto mnoZinach napisat’ podrobnejsie, nemohli by
sme asi urobit’ ni¢ lepsie, len , odpisat™ vsetko to, ¢o je tam uvedené. Preto
v tejto Casti poskytneme len stru¢ny vytah najdodlezitejsich poznatkov o
Juliovych a Mandelbrotovych mnoZinach podla knihy ( , )-

UvaZzujme polyném

f(z) =anz" +ay 12" 1+ + a2 a1z +ay, a4, #0, a4 €C,
k=0,1,...,n, stupnia n = 2 s komplexnymi koeficientami.

Definicia 58. Juliova mnoZina funkcie f sa oznacuje J(f) a je definova-
vané nasledujiacim sposobom

J(F) = 8{z: f"(z) — co prin — co}.
Teda Juliova mnozina je hranica mnoZziny bodov, ktoré pri iterovani zo-
brazenim f divergujd do nekonec¢na.

Priklad 45. Uvazujme f(z) = z2. KedZe fl"(z) = z(?"), tak potom
f"(z) — coprin — oo prave vtedy, ked'|z| > 1. Hranicou tejto mnoziny,
teda Juliovou mnoZinou zobrazenia z? je jednotkové kruznica {z : |z| = 1},
ktora nie je fraktal. Napriek tomu je funkcia f(z) = z? chaoticka na svojej
Juliovej mnoZine — kruZznici.



http://alife.tuke.sk/projekty/mandelbrot/mj.html

Juliove mnoZiny sa stali zndAmymi najmd v stvislosti s kvadratickymi
zobrazeniami typu

felz) = 22 +¢,

kde c € Cje konstanta.

Na tento tvar moZeme substitticiou upravit’ l'ubovolny kvadraticky po-
lyném. Pisomne sa ani neda vyjadrit, aké bohatstvo foriem poskytuja Ju-
liove mnoZziny J. tychto jednoduchych zobrazeni. Mnoho ich zobrazeni
néjdete v kniZzke ( , ), akosi nie je mozné pocho-
pit; Ze za vSetkymi tymito nddhernymi stvoreniami stoji taky jednoduchy
vzorec.

Nasledujtica veta urychluje test divergencie pri po¢itatovom znézortio-
vani Juliovych mnoZin.

Veta (o divergencii kvadratického zobrazenia). Predpokladajme, Ze
lc| <2.Nechz € Canechz, = fl"l(z) pren =1,2,3, ... Ak existuje také
o, Ze |zy,| 2 2, potom plati

lim z,, = oo,
n—oo

teda orbita { fl")(z)}%°; konverguje do nekonetna a z nepatri do Juliovej
mnoziny J(fc).
Dokaz. Je uvedeny v knihe ( , )- [ |




ESte vystiZnejsie to vyjadril v knizke ( , ) A. DOU-
ADY, ked napisal: ,,... Ak pre nejaké n bude absolutna hodnota |z, | vicsia
ako |c| + 2, potom bude |z, ;12| vd&8ia, ako je pomer objemu ndm zndmeho
Vesmiru (podla vzdialenosti k najvzdialenej$im quazarom) k objemu pro-
tonu.”

Body, ktorych trajektorie nekonverguji do nekonecna je mozné zaradit’
do tzv. zaplnenych Juliovych mnoZin K. polynému f..

Obrazok 31 znazorniuje zaplnent Juliovu mnoZzinu K_¢ 19440 6557i- Kto
vsak chce vidiet’ skuto¢ne krasne obrazky Juliovych mnozin, nech nazrie
do knizky ( , )-

Juliove mnoziny ], mézu byt’ v zavislosti od hodnoty parametra ¢ bud’
suvislé alebo tiplne nestivislé. Tato vlastnost’ tvori zaklad definicie Mandelb-
rotovej mnoziny.

Definicia 59. Mandelbrotovu mnoZinu polynémov f.(z) = z? + ¢ bu-
deme oznacovat’ M a definujeme ju nasledujiicim spésobom:

M={ceC: J jesuvisla}.
Veta (0 Mandelbrotovej mnozine).
M = {c eC: {fc[n] (0)}52 je ohraniéené}.

alebo
M={ceC: f(0) 4 coprin — co}.
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Obr. 31: Zaplnend Juliova mnozina K_¢ 194-0.6557i
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Mandelbrotova mnoZina ma tieZ fraktalny charakter, zdkladny tvar kar-
dioidy sa znova a znova objavuje na roéznach miestach.

Na obrazku 32 je zndzornena zaplnend Mandelbrotova mnoZzina M.
Rozne zvacsené vyrezy vo farbach, odpovedajicich rychlosti divergen-
cie, znova ndjdete v knihe ( , ). Na stranke http://
alife.tuke.sk/projekty/mandelbrot/applet/applet.htm si modZete vy-
skasat’tvorbu studentov FEI TU.



http://alife.tuke.sk/projekty/mandelbrot/applet/applet.htm
http://alife.tuke.sk/projekty/mandelbrot/applet/applet.htm
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Obr. 32: Mandelbrotova mnoZina
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Meraj vsetko, co sa dd merat
a urob meratelnym vsetko, co sa merat’ nedd.

Galileo.

7. Charakteristiky chaosu

V tejto kapitole chceme spomentt niektoré met6dy, stivisiace s praktickou
analyzou ,chaotického spravania”. Mnohé veci, volne parafrazujuic citat
Mandelbrota, treba este najprv precitit. Pri vyskume spravania dynamic-
kych systémov je zrejme najlepSie pouZit’ ¢o najviac z nizsie uvedenych
met6d, pripadne samostatne navrhnut’ ich modifikacie.

7.1. Poincarého zobrazenie

Jednym z néstrojov, pomocou ktorych sa moéZeme aspoii ¢iasto¢ne zorien-
tovat’ pri skiimani trajektorii zloZitych procesov (aj viacrozmernych), je
Poincarého zobrazenie. Ak budeme uvazovat’ dynamicky systém so stavo-
vym vektorom x(t), mdzeme si v§imat’ stav systému v urcitych ¢asovych
momentoch, napr. v momentoch T, 2T, 3T, ..., kde T modZe byt’ napri-
klad periéda oscildtora a podobne. Ak stav pre t = 0 oznacime x, stav
v Case t = T oznacime x(T) = x1, atd’., ziskame postupnost’ stavov. Potom




Poincarého zobrazenie P je zobrazenie, pre ktoré plati:

X1 = P(XO),
Xy = P(xl),

: (74)
Xnt1 = P(xn)/

Ak by bol dynamicky systém jednorozmerny a periodicky s periédou
T, potom by zrejme pre vSetky n € N platilo x, = x,,_1 (preco?) a grafom
Poincarého zobrazenia by bol jediny bod. V pripade periodického pohybu
s peribdou 2T by zasa platilo x,, 1 = x,,_1, teda grafom by bola len dvojica
bodov (xg,x1) a (x1,x2) = (x1,x0). V pripade kvaziperiodického pohybu,
ked'sa situacia ,takmer pravidelne takmer opakuje”, budd body (x,,—1, x,)
lezat’ v blizkosti urcitej krivky. V pripade chaotického pohybu, zaplnia tieto
body urcita oblast’.

PouZivaja sa aj Poincarého zobrazenia iného typu (avSak zaloZené
na podobnom principe). Ak budeme uvazovat’ dvojrozmerny systém so
stavmi x = (x,y), mdzeme napriklad v ¢asovych okamihoch, ked’ pre-
menna x prechadza urcitou hodnotou (napriklad nulovou) alebo nado-
buida extremalnu hodnotu, pozorovat’ premennt y. Postupnost’ (y,,) bude
potom definovat’ Poincarého zobrazenie podobne, ako je to definované
v (74).

V pripade Lorenzovho systému, ktory je trojrozmerny, modZzeme sledo-
vat’ trajektoriu v trojrozmernon fazovom priestore a zaznamenavat’ casové




okamihy, v ktorych trajektoria prechadza z jednej strany urcitej roviny na
druhd stranu. V tychto okamihoch potom mdZeme pozorovat’ postupnosti
hodnot jednotlivych stavovych premennych. Napriklad pri zobrazovani
bodov (x4, y») Vv jednej rovine by body v pripade chaotického pohybu boli
rozloZené v nejakej dvojrozmernej oblasti.

7.1.1. Chaos v konzervativnych systémoch

Konzervativne systémy st energeticky uzavreté. Medzi také systémy mo-
Zeme zaradit’ napriklad slne¢na ststavu. Zdalo by sa, Ze pohyb planét je
mozné dlhodobo predvidat, ved napriklad odchylky od vypocitanej pred-
pokladanej trajektérie Urdnu viedli k odhaleniu planéty Nepttn v roku
1846.

Henri Poincaré sa koncom 19. storocia pokusil vyrieSit” problém spra-
vania troch telies pri gravitatnom posobeni. Ukazalo sa, Ze tloha sa neda
formélne vyriesit. Poincaré teda vykonal numerické vypocty (rucne!!!), vy-
uzil tieZ spomenuté zobrazenie. Pritom zistil, Ze spravanie systému troch
telies velmi silne zavisi na zvolenych zac¢iatotnych podmienkach.

Nizsie uvedieme priklad prevzaty z knihy ( ; ). Uvazujme
pruZinu s tuhostou k a dizkou v nenapatom stave y, na ktorej je zavesené
zévazie s hmotnostou m. PruZina moéZe kmitat” aj ako kyvadlo v rovine
(x,y) (pozri obrazok 33). Tento systém je konzervativny (hamiltonovsky)
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Obr. 33: Kyvadlo s pruzinou




a da sa popisat’ stistavou dvoch diferencialnych rovnic

kx(/EH P~ 1)

;- TR

Budeme sktimat’spravanie sa tohoto dynamického systému prir6znych
zaciato¢nych podmienkach (s rovnakou celkovou energiou E!). V ¢ase t = 0
sabude ,kyvadlo” nachadzat’ v uréitom bode (xo, yo) (xo > 0) v pokoji, t.j.
derivacie ¥(0) a y(0) budt nulové. Pri zadanej energii E = 7.7813] uréuje
Yo zadiatoénd polohu kyvadla!'. Na obrazkoch 34-37 st uvedené trajek-
torie kyvadla vo fazovom podpriestore (x, y) ako aj Poincarého diagram
(Jn, yn) a graf Poincarého zobrazenia pozostavajaci z bodov (y,,—1, Yn),
pricom hodnoty y, a J, st zaznamenané v okamihoch, ked premenna x
dosahuje maximéalnu hodnotu (X = 0 a x > 0). Hmotnost’ m = 2.5kg,
k=50N/m,ly =0.6m, g =9.8m/s%. Kone¢ny ¢as sme zvolili f; = 150s.

Je zrejmé, Ze systém ma niekol'ko kvalitativne odlisnych rezimov. Ak ky-
vadlo spustime z velkej vysky, bude jeho pohyb chaoticky, ¢o sa prejavuje
na grafe Poincarého zobrazenia na obrazku 34 vpravo. Pri vhodne zvo-
lenej zaciato¢nej vyske (obrazok 35) bude systém vykonévat’ periodicky

(75)

HPre x-ovi stiradnicu mame xp = \/[\/2 (E—m-g-yo)/k+ 10]2 -3




Poloha kyvadla Zobrazenie Poincare
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Obr. 34: Trajektoria [x(t), y(t)] a graf zobrazenia Poincaré (y,_1, y») v mo-
mentoch maximalnej odchylky premennej x. Pripad yo = 0.2




Poloha kyvadla Zobrazenie Poincare
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Obr. 35: Trajektoria [x(t), y(t)] a graf zobrazenia Poincaré (y,_1, y») v mo-
mentoch maximélnej odchylky premennej x. Pripad yg = —0.04




Obr. 36: Trajektoria [x(t), y(t)] a graf zobrazenia Poincaré (y,_1, y») v mo-
mentoch maximalnej odchylky premennej x. Pripad yp = —0.075




Obr. 37: Trajektoria [x(t), y(t)] a graf zobrazenia Poincaré (y,_1, y») v mo-
mentoch maximalnej odchylky premennej x. Pripad yo = —0.5




Diagram Poincare
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Obr. 38: Grafy zobrazenia Poincaré (1, y,) v momentoch maximélnej od-
chylky premennej x




pohyb, pri dalsom znizovani zac¢iato¢nej polohy prejde systém na kvazi-
periodicky rezim. Tento sa prejavuje tym, Ze graf Poincarého zobrazenia je
blizky urcitej krivke, podobne aj Poincarého diagram na obrazku 38. Na
tomto obrazku st zndzornené spoloc¢ne vsetky rezimy. Vonkajsie body od-
povedajti chaotickému rezimu, vnitorné body leZiace v blizkosti stredného
ovélu odpovedaju kvaziperiodickému rezimu, podobne ako body v bliz-
kosti piatich ovélov. Periodicky rezim je reprezentovany piatimi , bodmi”
vnutri ovalov.

7.2. Ljapunovov exponent a jeho urcovanie

Jednou z kvantitativnych charakteristik ,,chaotickosti” dynamického sys-

tému je exponent Ljapunova.

7.2.1. Ljapunovov exponent v pripade jednorozmerného diskrétneho
systému

UvaZujme najprv jednorozmerny diskrétny dynamicky systém, definovany
iteraénym procesom

Xn = f(xy—1), n € N.

Pri danom zaciato¢nom stave xg je teda definovana postupnost’ (x,)>°,

pricom x, = f"(xg). Ako sa prejavi ,porucha” zadiatoéného stavu pri




velkych hodnotach n? Ak poruchu zadiato¢ného stavu oznacime
Axg = |£|,

tak po n iteracidch dostdvame porusent hodnotu

Axy = | f1(xg + €) — [T (x0)| & |e- [f1]'(x0)].

Ak existuje taka hodnota A(xy), Ze pre dostatocne malé ¢ a dostatocne vel'ké
n plati
Axy = |e| - e MX0), (76)

potom hodnota A(x) sliZzi ako zéklad definicie exponentu Ljapunova.
V pripade platnosti (76) plati tiez

InAx, =~ n-A(x9) + In Ax, (77)

teda logaritmus odchylky sa vyvija linearne s rastom 7.

Definicia 60. Ak existuje limita

] _ ln)
Alxg) = lim lim L in [f 0+ &) = f(x0) | _
n—oo e—0 1 E (78)
1
—  Lim Lin |y
= Jlim —In |[f"]'(x0)],

tak hodnota A(x() sa nazyva exponent Ljapunova.




Poznamka7.1. Vsimnime si, Ze tito hodnota zavisi od zadiato¢ného stavu
X0-

Ak bude exponent Ljapunova zaporny, je zrejmé, Ze sa porucha Ax,
bude s rastticim n zmensovat’. To svedci o stabilite daného itera¢ného pro-
cesu. Naopak, kladny exponent Ljapunova sved&i o velmi rychlom na-
rastani poruchy. V pripade ohrani¢eného fazového priestoru sa to prejavi
chaotickym reZimom.

Ak pouzijeme pravidlo derivovania zloZenej funkcie, dostdvame nasle-
dujuci vztah na vypocet exponentu Ljapunova

A(xg) = lim — Z In

n—oo n

(79)

kde postupnost’ (x,,)?° , je definovana iteraénym vztahom.

Poznamka 7.2. 'V praxisa namiesto limity prin — oo pouZzije aritmeticky
priemer logaritmov absolttnych hodnét derivéacii v jednotlivych bodoch
X

Na obréazku 39 je zndzorneny bifurkaény diagram logistického zobra-
zenia spolu s odpovedajticimi hodnotami exponentu Ljapunova. V8imnite
si, Ze tam, kde stabilny bod diagramu nadobtida hodnotu 0.5 (vtedy je su-
perstabilny), nadobtda exponent Ljapunova najmensiu zapornt hodnotu
(v superstabilnych bodoch je zrejme jeho teoretickda hodnota rovna —oo).




Obr. 39: Bifurka¢ny diagram Verhulstovho zobrazenia pre 2.9 < r =< 4,
zobrazeny spolu s odpovedajicimi exponentmi Ljapunova




7.2.2. Ljapunovov exponent v pripade spojitého systému

Prva Cast’ tohoto oddielu je spracovana podla knizky ( : )-
PopiSeme postup urcenia exponentu Ljapunova v pripade n-rozmerného
dynamického systému, definovaného diferencialnymi rovnicami

x = f(x).

Riesenie $tartujeme z nejakého bodu x(0) = x(. Sibezne s rovnicami dy-
namického systému rieSime aj nasledujtci systém
n

Z (x t) w;, (80)

alebo vo vektorovej forme s vyuZitim Jacobiovej matice V f
w=Vf- -w,
pri¢om za wy volime ndhodny normovany vektor.

Definicia 61. Ljapunovov exponent pre spojity n-rozmerny systém od-
povedajtci pociatocnému bodu xy definujeme ako

o1
Ao, w0) = lim — InJz(#)]).

Je zrejmé, Ze numericky nemodzeme pocitat’ limitu pri ¢ — oo, ale za-
stavime sa pri nejakom dostatocne velkom t = Tpax. Aby sme sa vyhli




preteceniu hodnot, moZeme postupovat’ podla knihy ( ’ ) ha-
sledujtacim spdsobom: Za¢neme riesit’systém (80) z nejakého jednotkového
vektora wy s normou ||wy|| = 1. V ¢ase #; uréime normu oy = ||w(ty)]| a
vektor w(t) prenormujeme: w1 (t1) = w(t1)/aq. Na dalsom tseku (1, )
rieSime systém (80), kde namiesto vektora w(t) uz vystupuje vektor w1 (f).
V &ase tp uréime normu oy = ||wi(t)|| a vektor wi(t) prenormujeme:
wZ(fg) = wq (tz)/(xz. Plati, Ze ||w(t2) || = 1 - Xp.
Dalej postupujeme analogicky. Dostavame

Jaw(tn)] = f{oq.

Potom
Axg, wy) = hm llanO(1 = lim l erw(1

Pre rovnaké ¢asové odstupy, ked' t; = k At dostavame

1 n
Axp, wp) = nlg&; Y Inai/At.
i=1

Pozndmka 7.3. Je zrejmé, Ze exponent Ljapunova zavisi od vyberu zacia-
tocného vektora wy. AvSak da sa oc¢akéavat, Ze nahodne zvoleny vektor wy
bude mat’ zlozky zo vSetkych invariantnych podpriestorov.




7.3. Informaicia a K-entropia

V knihe ( , ) sa uvadza stivis miery chaoti¢nosti dynamického
systému a informac¢ného obsahu (miery informacie) signalov. S tym stvisi
aj tzv. Kolmogorova entropia (skratene K-entropia). Pre nedostatok casu,
priestoru a najma teoretickych vedomosti, prenechdme ttito oblast’ zveda-
vému Citatelovi na samostatné $tadium.

7.4. Invariantna miera hustoty

V tomto oddieli stru¢ne spomenieme stvis deterministického chaosu a
tedrie miery. Pochopenie tejto problematiky vSak tizko stvisi s pojmami
Diracova delta-funkcia, distribucie, hustota rozdelenia pravdepodobnosti,
miera, ergodickd teéria. Tieto pojmy je potrebné nastudovat’ z odbornej
literatdry.

7.4.1. Hustota rozdelenia pravdepodobnosti

Pri vyskume vlastnosti spojitych ndhodnych premennych a javov stvisia-
cich s tymito premennymi sa ako velmi uZito¢ny nastroj ukazuju funkcie
hustoty rozdelenia pravdepodobnosti.




Definicia 62. Budeme hovorit] Ze ndhodna premenna X ma spojité roz-
delenie, ak existuje funkcia px(x), pre ktora plati

P(X < x) = /x ox(&) e, (81)

kde P(X < x) je pravdepodobnost’ javu, Ze ndhodna premenna X na-
dobudne hodnotu mensiu ako x. Nezdporna funkcia px z rovnice (81)
sa nazyva hustota rozdelenia ndhodnej premennej X ( ,

)-
Pomocou funkcie hustoty moézeme pocitat’ pravdepodobnosti zlozitych
javov, napr.

Priklad 46. Zrejme najdolezitejSie spojité rozdelenie sa nazyva normo-
vané normdlne rozdelenie a ma hustotu

1 2/2.

p(x) = Wor: e

Graf funkcie p(x) sa nazyva Gaussova krivka.

Hovorime, Ze ndhodné premennd Y ma normalne rozdelenie s para-
metrami p a 02, ak plati Y = 0 X 4 p, kde X méa normované normalne
rozdelenie. Zapisujeme to Y ~ N(u, 02). Je zrejmé, Ze pre normované nor-




malne rozdelenie mézeme pisat’ X ~ N(0,1).

Priklad 47. V knihe ( , ) je ukazané, Ze hustota na-
hodnej premennej Y ~ N(u, 0?) je
1 (x — w)?
= ———. 2
pr(x) = ——exp { = (52)

Nech je dané funkcia g(x). Spolu s ndhodnou premennou X sa moézeme
zaujimat’ aj o ndhodnu premennu Z = ¢(X), teda ak ndhodné premenna
X nadobudne hodnotu x, budeme hovorit, Ze nahodna premennd Z nado-
budla hodnotu g(x).

Definicia 63. Nech px(x) je hustota ndhodnej premennej X. Strednu
hodnotu nahodnej premennej g(X) definujeme ( , )

ako
o0

E(g(X) = [ g(x)px(x)dx. ®3)

— 00

Priklad 48. Nech g(x) = x. Potom zrejme

E(X) = /Oo x px(x) dx

— 00

je stredna (priemernd) hodnota ndhodnej premennej X.




Priklad 49. Nech ndhodné premennéd X nadobtida hodnoty z intervalu
(a,b), pricom pravdepodobnost, Ze hodnota X sa nachadza v uréitom
podintervale zavisi len od dlzky tohoto podintervalu. Uréme strednt
hodnotu ndhodnej premennej X.

RieSenie. Z podmienky, Ze pravdepodobnost’je rovnaka pre podintervaly
rovnakej diZky vyplyva, Ze hustota je konstantna na intervale (a, b) anulova
mimo neho. Preto plati

[ 1/(b—a), x€{(aD)
p(x)—{ 0, x ¢ (a,b)

Teda mame ) b
1 a-+

E(X) = = )
(X) /Qxb_adx 5

Uloha 40. Odvodte vzorec hustoty rovnomerného rozdelenia z pred-
chadzajtceho prikladu a overte spravnost’ vypoctu strednej hodnoty rov-
nomerného rozdelenia. o

7.4.2. Diracova delta-funkcia

Funkciu ¢(x), ktoré je definovana na R, méa na R derivacie I'ubovolného
radu a ktora je finitn4, t.j. rovna nule mimo urcitého konecného intervalu,
budeme nazyvat’ zdkladna alebo tieZ testovacia funkcia.




Diracovu delta-funkciu §(x) mdZzeme definovat’ ako ,funkciu”, ktora
ma nasledujicu vlastnost®

[ 8@ e dx = 0(0), 89

pre vetky testovacie funkcie ¢(x) a pre ktorua plati 6(x) = 0 pre kazdé
x # 0.

Dé sa ukézat), Ze ziadna redlna funkcia nemoze spiiat’ podmienku (84).
,Funkciu” §(x) zaradujeme medzi tzv. zovSeobecnené funkcie (distribu-
cie). MozZeme si ich predstavit” ako limitu postupnosti ,normélnych” fun-
kcii, ktoré majt urcita vlastnost” Napriklad delta-funkciu si moéZeme pred-
stavit’ ako limitu postupnosti hustot normalnych rozdeleni N(0, 02) pri
o— 0.

Priklad 50. Ukazme, ako ,funguje” delta-funkcia s posunutym argu-
mentom.

RieSenie.
[ se—x)gmdx= [ 8(t)g(t+x)dt = g(0+x) = g(x)

Priklad 51. Uké&Zme, Ze delta-funkcia je ,parna””.

“Na tomto mieste pouzivame ivodzovky na zvyraznenie faktu, Ze delta-funkcia nie
je funkcia a preto parnost’ chdpeme skor formalne




Rie$enie. UkaZeme, Ze ,funkcia” 5(—x) spltia definiciu delta-funkcie.

J8(=x) @(x) dx=— [6(t) p(~t) dt= [&(t) o(~t)dt = p(~0) = (0).

Teda 6(—x) = &(x).

Priklad 52. UkaZme, Ze ,derivacia” Heavisideovej funkcie jednotko-
vého skoku je delta-funkcia.

RieSenie. Na tvod treba povedat, Ze nizSie uvedeny ,dokaz” patri me-
dzi ,chuliganske” dokazy. Presny dokaz uvedenej vlastnosti aj s pojmom
derivacie zovSeobecnenej funkcie sa da néjst’v odbornej literattre.
Pre funkciu f(x) spojitd na intervale [a, b] existuje na tomto intervale jej
X

primitivna funkcia v tvare F(x) = / f(t) dt. Uvazujme teda primitivnu
a

X
funkciu H(x) ku Diracovej delta-funkcii v tvare H(x) = / f(t) dt. Ked’ze
pre x <0 -
(0.¢] (0.¢]
1:/ 5(t)dt = |5(f) = 0,Vt < x < 0 :/ 5(t) dt,
—0 X
musi platit'pre x < 0

/x 5(t)dt:/oo 5(t)dt—/xoo(5(t)dt:1—1:0.

— o0 — 0o




Teda pre x < 0je H(x) = 0. Podobne sa dokazuje fakt, ze H(x) = 1 pre
x > 0. Dokaz prenechdvame citatelovi.
Teda funkcia H(x) ma v bode x = 0 jednotkovy skok a je rovna mimo

.....

snad’len z hladiska moZného pouzitia Laplaceovej transformécie je vhodné
dodefinovat'ju tak, aby bola spojita zprava, teda polozit’ H(0) = 0.

Uloha 41. Ukazte, ze H(x) = 1 pre x > 0. o

7.4.3. Hustota iteracii diskrétneho zobrazenia

Ako ( ) uvazujme teraz diskrétny dynamicky systém

Xni1 = f(xn), %, €(0,1), n=0,1,2,... (85)

Definicia 64. Invariantnt mieru py(x) uréujicu hustotu iteracii (85) de-
finujeme ako

po(x) = I\l{im — Z 5(x—f[i](x0)). (86)

Pozniamka 7.4. Vidime, Ze miera py(x) moZe byt’ aj zovseobecnena fun-
kcia.

Na zaklade vysledku prikladu, uvedeného v predchddzajiicom oddieli
(ak vezmeme do tvahy, Ze hodnoty x; st z intervalu (0,1)), mame pre




,Casovi” strednt hodnotu funkcie g(x)

N = 1IN
lim ~ ig) ¢(x;) = lim ~ Z g(f(x0)) =

N—oo N—oo =0

N—oo N

— lim lIjg‘(’j/;(S(x—f[i](XO))g(x)dx:

N—oo

_ [ li 1N_15 ] dx = : d 87
_Agﬂ1mﬁ£%@jfm»x—ﬁﬂﬂwﬂx~()

Pohyb vo fazovom priestore sa nazyva ergodicky ak moZeme casovi
strednd hodnotu nahradit’ strednou hodnotou priestorovou. Rovnica (87)
vyjadruje prave taktto rovnost’ pre jednu trajektoriu, za¢inajicu v bode xo.

Ak oznac¢ime p; (x) invariantna mieru, definovanu s ¢asovym onesko-
renim jednej iteracie (rovnako ako py(x) v (86), len namiesto xo sa pouzije
x1 = f(xp)), tak podla knihy ( , ) plati

1
Py = [ 8(y=f() polx) dx.

Podobne aj pre dalsie n:

1

peni(v) = [ 8(y = f(x)) pu() d. (88)




Na zaklade (86) vsak plati, Ze invariantna miera p,(x) je stacionarna, ne-
zavisla na indexe n, reprezentujicom casovy posun. Z rovnice (88) tak
dostaneme

1
p) = | 8y F(x)) p(x) dx. ®9)

Této integrélna rovnica sa nazyva rovnica Frobeniusa-Perrona. Nebudeme
sktiimat’ otazky existencie a jednoznacnosti rieSenia rovnice (89).

Priklad 53. Ur¢me invariantnti mieru trojuholnikového zobrazenia de-
finovaného v oddieli 5.1.3 vztahom (55):

X1 = A(xy), n=0,1,2,... (90)

kde
Alx) = { 2(1 —ij)c o 2(1)/12/3 O
RieSenie. Priklad uvadza ( ) s drobnym preklepom. Do-

sadme f(x) = A(x) do rovnice (89). Postupne dostaneme

p(y):/ol/2 5(y — 2x) dx+/ (v —2(1 —x)) p(x) dx,

(s vyuzitim vlastnosti delta-funkcie)

[ sx-moman=1 [ (- y)p(3) at = 3o




a tiez

/11 5(2x—1+y—1))p(x)dx =
1L ae s ()

o -4 o3) o5

Je zrejmé, Ze tejto rovnici vyhovuje funkcia p(x) = 1. V knihe ( ,

) je dokazané jednoznacnost’ tohoto rieSenia. To znamena, Ze sme uka-
zali, Ze postupnost’ xo, f(x9), f(f(x0)), ... trojuholnikového zobrazenia
rovnomerne pokryva cely interval (0, 1).

Teda plati

7.5. Autokorela¢na funkcia

UZito¢nou pomockou pri uréovani charakteru dynamického procesu je
autokorela¢nd funkcia. Autokorela¢na funkcia pre diskrétny dynamicky
systém (85) je definovana v kniZzke ( , ) nasledujticim sposo-
bom

C(m) = lim i et ©2)




kde
. 1 ;
gi=flxo)—x  x=lim = ¥ fl(x). (93)

Priklad 54. V knihe ( , ) je odvodend autokorela¢na fun-
kcia pre trojuholnikové zobrazenie (90-91). Pri vypocte bola pouZit in-
variantna miera p(x) tohoto zobrazenia. Vysledné funkcia

1
C(m) = E 51’}’1,0/

kde ¢; ; je symbol Kroneckera, sveddi o tom, Ze jednotlivé za sebou na-
sledujtce iteracie su nekorelované — je to dalsia ukazka ,nahodnosti”
tohoto zobrazenia.

Definicia na zaklade vztahov (92-93) je dost’ neprakticka.
( ) uvadza int definiciu autokorela¢nej funkcie (bez pouzitia strednej
hodnoty X) pre mnozinu vzoriek x; = x(i-At),i =0,1,..., N—1. Pre
tato funkciu je uvedena spojitost’ s vykonovym spektrom ,nameraného
signalu”.

My pouZijeme inti modifikdciu autokorelacnej funkcie. Pre N ,name-
ranych vzoriek” x; zadefinujeme

. 1 N/2-1
C(m) = N2 EZ) Rirm®i, m=0,1,...,N/2—1, (94)




kde

A

Xi =x; — X, X = — Z X;. (95)

Poznamka 7.5. Je zrejmé, Ze takto definovand funkcia sa d4 urcovat’ aj
v pripade kone¢ného poctu ,,vzoriek” a da sa ocakavat) Ze pri dostato¢ne
velkom poéte N bude mat’ podobné vlastnosti ako mé autokorelaéna fun-
kcia C(m).

Poznamka 7.6.

(2002);

( ) pouzivaju nasledujuci tvar autokorelacnej funkcie,

pri¢om odkazujt na knihu ( , ):
C(m) = Z’K_l(x?m — X)Ex; — X), £= = f 2k
Y1 (xi — X) K5
7.6. Vykonové spektrum
O spektralnej analyze sa docitate napriklad v knihe ( ,

). Vykonové spektrum ndm odpoveda na otazku: ,Aka cast’ signalu
odpoveda frekvencii w?” Ak uvaZujeme signal (spojity casovy rad) x(t),
t € (—o0, ), tak vykonové spektrum S(w) mozeme definovat’ ako

S(w) = C- |x(w)?, (96)




kde o
*(w) = [ (e 97)
—00
je Fourierov obraz signalu x(t) (vysledok Fourierovej transformécie, apli-
kovanej na signal), C > 0 je konstanta, i je imaginarna jednotka.
Ak pozname Fourierov obraz funkcie %(w), tak funkciu x(¢) ziskame
pomocou inverznej Fourierovej transformacie

) = %T / % Hw) e du, (98)

— 00

Pozndmka 7.7. PouZziva sa aj ,symetricky” tvar Fourierovej transforma-
cie, kde pred obidvoma integralmi je rovnaky ¢len 1/+v/27.

Poznamka 7.8. Napriklad Fourierov obraz funkcie cost je rovny ,funk-
cii” 7(8(w + 1) + 6(w — 1)), kde 8(w) je Diracova delta-funkcia. Preto
vykonové spektrum funkcie cost pozostava z dvoch spektralnych ciar
v bodoch w = £1, ¢o odpoveda frekvencii funkcie cos t.

V praxi sa vSak stretivame skor s diskrétnym signalom, definovanym
naintervale 0 = t < T. Predpokladajme, Ze v ur¢itych ¢asovych okamihoch
tek =k-At,k=0,1,..., N — 1 sme ,namerali” odpovedajtce hodnoty x.
Potom diskrétna Fourierova transformacia vektora x = (xg, X1, ..., XNy_1)




je definovana nasledujtcim spdsobom:'?

=

N-1 .
— Z xke—127'[kl/N’ (99)
k=0

¢o mozeme zapisat’ ako ¥ = DFT(x). Index =0, 1, ..., N — 1 odpoveda
hodnotam w; = I - 27t/ (N At).

Spdtnd (inverznd) diskrétna Fourierova transformacia je dand vzta-
hom

1 — i
— ﬁ g 27Tkl/N, (100)

¢o zapiseme ako x = IDFT(%).

Takto prirodzene prichddzame k diskrétnemu vykonovému spektru.
Treba upozornit, Ze existuje tzv. Nyquistova kriticka frekvencia f. =
1/(2 At). Ak je signdl x(t) tvoreny len zlozkami s frekvenciami niz$imi
ako je Nyquistova frekvencia, potom je dostato¢ne popisany kone¢nym
poc¢tom hodnot x.

Na obréazku 40 st znédzornené diskrétne vykonové spektrum (d’alej len
spektrum) a jeho dekadicky logaritmus (dole) pre dve funkcie

x1(t) = sin(2t—1) 4+ cos(2.3t+1) a xp(t) = sin(2t—1) + cos(4t+1).

12Mozeme sa stretntt’ aj s trochu modifikovanou definiciou, uvedené definicie DFT a
IDFT st v sulade s MATLABom.
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Obr. 40: Vykonové spektrum a jeho logaritmus v pripade funkcii zloZenych
z dvoch harmonickych signalov




Na rozdiel od spojitého spektra, kde by sme sa stretli s kombinaciou spek-
trdlnych d¢iar, v diskrétnom pripade vidime vyrazné vrcholy pri jednot-
livych frekvenciach. KedZze v prvom pripade su frekvencie blizke, dva
vrcholy sa ,,zliali” do jedného.

Na dalsom obrazku 41 vidime spektra ndhodného signélu vygenero-
vaného pouzitim MATLABovského prikazu rand(512) a signélu, vytvore-
ného na zéklade itera¢ného vzorca x, 11 = 3x, mod 1, pri xp = V3 /2.
Vidime, Ze spektrd maja rovnaky charakter.

Uloha 42. Porovnajte vykonové spektra ndhodného signélu a signélov
x(t) = 12, x(t) = t, resp. x(t) = 1/(t + 1). o
7.6.1. Stuvis vykonového spektra a autokorela¢nej funkcie

Vyssie, vztah (92) sme definovali autokorela¢nti funkciu

C = lim — o it
(m) = I, & P
N-1
i = —_ _I e = l. —_—
Ri=x;— % ¥ = lim 1;) X
V knizke ( . ) (strany 184-185) je tkéazané, Ze pre diskrétnu
funkciu
1 N—1
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Obr. 41: Vykonové spektrum a jeho logaritmus v pripade nahodného a
deterministického chaotického signalu




plati
1 N-1

Z |§l|2€—i27r7/l/N' (101)

C‘)/ — —5
N? I=0

Teda autokorela¢nt funkciu méZeme ziskat’ nasledujicim spdsobom:

1. Od vstupného signélu x; prejdeme na odchylku od strednej hodnoty
— signal £y.

2. Vypocitame diskrétnu Fourierovu transforméciu ¥ = DFT(%).

3. Vypocitame inverzna diskrétnu Fourierovu transformaciu druhych
mocnin absolttnych hodnot (komplexnych) zloZiek vektora % a vy-
sledok delime hodnotou N — C,, = IDFT(|%;|?)/N.

Priklad 55. Porovnajme autokorela¢né funkcie periodickych a ndhod-
nych/chaotickych signélov.

RieSenie. Na obrazku 42 st zndzornené autokorelacné funkcie periodic-
kych funkcii x1(t) a x(t), pocitané na zaklade vztahov (94), resp. (101)
(s mensimi amplitidami). Na obrazku 43 sti zndzornené autokorelacné
funkcie nahodného a deterministického chaotického signalu popisaného
vysSie, pocitané na zaklade vztahov (94), resp. (101).

Uloha 43.  Porovnajte autokorelaéné funkcie ndhodného signélu a sig-
nalov x(t) = ta x(t) = t2. 8




Obr. 43: Autokorelac¢né funkcie ndhodného a deterministického chaotic-
kého signélu




7.7. Korela¢nd a fraktilna dimenzia atraktorov

Podla prace ( ; ) je korelaéna dimenzia v sticasnosti najpopu-
larnejSia miera dimenzie. Podob4 sa na informaénti dimenziu, ale je trochu
zlozZitejSia. Dopliiujiice informécie najdete v ¢lanku ( , )-

Vseobecné principy korelacnej dimenzie boli pévodne navrhnuté pre
Standardné fazové priestory, na skiimanie logistického, Hénonovho a Lo-

renzovho atraktora ( , ). Autori tejto prace
vSak stcasne navrhli vyuZit' na skimanie vlastnosti atraktorov Takensovu
metédu casovych oneskoreni ( . . ).

7.7.1. Korela¢ny stcet a korelacna dimenzia

UvaZzujme, ako je uvedené v knihe ( ; ), mnozinu N vektorov
V = {x € ]RM}II-\L 113. Pre zvolent hodnotu ¢ > 0 budeme spocitavat’
pocty bodov mnoZiny V, ktoré sa nachadzajt vo vnutri e-okoli so stredmi,
umiestnenymi postupne vo vsetkych vektoroch mnoziny V.

Najprv uvazujeme okolie bodu x; (gulu s polomerom ¢ so stredom
v bode x1). Ozna¢me n; pocet prvkov mnoziny V, ktoré leZia vo vnutri
tejto gule, teda pre ktoré plati ||x; — x1]| < e.'* Postup opakujeme pre
vSetkych N bodov mnoziny V), ziskame tak poc¢ty ny, k =1,2,..., N.

13Namiesto preistoru M-tic je mozné uvazovat’ prvky iného metrického priestoru.

v ( b ) sauvadza, Ze stredy okoli sa do sti¢tu nezaratavaji. My ich budeme
zaratavat, ¢im sa vyhneme problémom s logaritmovanim korela¢nych sti¢tov pri malych
hodnotéch ¢




Definicia 65. Korelaénym sti¢tom C, budeme nazyvat’ ¢islo

co_ celkovy pocet bodov vnitri e-okoli 1y +ny + - +ny (102)
° maximalny poet moznych bodov N2 '

Poznamka 7.9. Pocet bodov vo vnutri jednotlivych guli sa deli maximal-

nym moznym poctom takychto bodov, teda C; je normovana hodnota. Pri

velmi velkej hodnote ¢ budu v kazdej guli vSetky body mnoziny V), teda

celkovy pocet bude N - N = N2. Pre dostato¢ne velké e bude teda C; = 1.
Ukazuje sa, Ze pre hodnoty ¢ z urcitého intervalu plati

Cerc-&". (103)

Cislo v sa nazyva korelaény exponent alebo korelaéna dimenzia (atrak-
tora)."”
Po zlogaritmovani vztahu (103) dostdvame

log C. =~ v -loge+logec. (104)

Teda body (log ¢, log C;) ziskané pre jednotlivé hodnoty ¢ sa pri zobrazeni
v dvojnédsobne logaritmickej Skale budt nachadzat’ v blizkosti priamky,

15V skutoénosti sa korelaéna dimenzia definuje ako limita korelaéného koeficientu pri
N — oo. D4 sa ofakavat, Ze pre dostatocne velké konetné N sa tato hodnota priblizi
k tejto limite. Je asi dobré urcit’ korela¢ny koeficient pre r6zne hodnoty N a sledovat” ho
ako funkciu N
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Obr. 44: Iteracie Hénonovho itera¢ného procesu (105)

ktorej smernica je korela¢na dimenzia (porovnaj to s fraktalnou a bunkovou
dimenziami v predchadzajtcej kapitole).

Priklad 56. Ur¢me korela¢né exponenty atraktora Hénonovho dynamic-
kého systému (105).
RieSenie.
Na obrazku 44 je zobrazenych 1000 bodov itera¢ného procesu diskrét-
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Obr. 45: Zéavislost’ korelaénych suctov od velkosti ¢ v dvojnésobne logarit-
mickej Skale pre Hénonov atraktor a tri rozne druhy vektorovej normy
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Obr. 46: Zavislost’ korelaéného exponenta od poctu vzoriek N pre || - |2

neho dynamického systému

Xny1 = l—ax;+yy

Yny1 = bxy, (105)

ktory navrhol ( ), pre hodnoty parametrova = 1.4ab = 0.3.
Korela¢né sudty su zobrazené na obrazku 45 pre normy vektora || - |1,

|- 1l2a |l |le- Korelatné exponenty pre normu || - |2 st pre rozne pocty

vzoriek zobrazené na obrazku 46. Vidno, Ze pre vacsie pocty sa uz exponent




Tabulka 2: Korela¢ny exponent vy Hénonovho atraktora pre rdzny pocet

vzoriek N
N || 100 | 200 | 500 | 1000 | 2000

Il -1 || 1.0249 | 1.1106 | 1.1396 | 1.1505 —
|- ]]2 || 1.0298 | 1.0925 | 1.1146 | 1.1217 | 1.1195
| - o || 1.0257 | 1.0758 | 1.0946 | 1.0983 —

vyrazne nemeni. Korela¢né exponenty pre r6zne normy a pocty vzoriek N
su vypisané v tabulke 2. ( ) uvadza, ze Hausdorfova dimen-
zia tohoto atraktoraje D = 1.26.

7.7.2. Metéda casovych oneskoreni

( ) uvadzaji, Ze metdda casovych oneskoreni je naj-
jednoduchsi a asi aj najlepsi sposob rekonstrukcie viacrozmerného signalu
z jednorozmerného. Nech mé pévodny dynamicky systém dimenziu sta-
vového priestoru rovnt M. Priemetom atraktoru do jedného rozmeru nech
vznikne signal (x;)N ;. Z tohoto signalu vytvorime novy K-rozmerny ,sig-

nal” xK nasledujiacim spdsobom

(sz) = ([xir Xitr, Xit2Ts -+~ xi+([<_1)»r]), (106)

kde 7 je vhodné oneskorenie (cely ndsobok vzorkovacieho kroku). K sa
nazyva dimenzia vnorenia. Potom, ak plati

K=2M+1,




reprezentuje nami vytvoreny , proces” v K-rozmernom priestore pohyb po
atraktore, ktory mé vlastnosti zhodné s atraktorom pdvodného Studova-
ného dynamického systému. Dalej len uvedieme priklad pouZitia metédy
¢asovych oneskoreni v pripade Lorenzovho atraktora.

Predtym, ako zaujimavost’ uvedme znenie vety, citovanej v ¢lanku

( , 1991).

Veta. Nech 0 < M < n. Ak je E suslinovskd mnozina v R" a ak je
dim E < M, tak existuje borelovski mnoZzina v priestore ortogonalnych
projekcii p : R" — RM taka, Ze jej doplnok ma nulovd mieru vzhladom
na prirodzene rota¢ne invariantnt mieru na projekciach a pre vsetky p
z G je dim pE = dim E.

Tato veta ilustruje, nakolko povrchne sa tu venujeme danej problema-
tike. Len na pochopenie jej znenia by sme museli nastudovat’ podstatne
viac latky, ako uvadzame v tejto knizke.

Priklad 57. Porovnajme korelacné dimenzie (exponenty) Lorenzovho
atraktora a jeho jednotlivych zloziek (jednorozmernych priemetov), vno-
renych vyuZitim metédy ¢asového oneskorenia do priestorov dimenzie
K=1,223a4

RieSenie. Lorenzov systém diferencialnych rovnic sme riesili metédou
Rungeho-Kuttovou 4. rddu s konstantnym krokom At = 0.01 na ¢asovom
intervale (0,2000). Za&iatoény vektor bol xg = [5, -5, ZO]T. Zvolili sme
T = 113, t.j. nezaznamenavali sme vSetky vypocitané vzorky. Korela¢né
exponenty sme urcovali pre hodnoty ¢ = 0.1, 0.6, 3.6 a 21. ( )




Tabulka 3: Korela¢né dimenzie vk Lorenzovho atraktora v zavislosti od
dimenzie vhorenia K
vHvl\vz‘w‘m
1.9568 H 0.9220 \ 1.7217 \ 2.2180 \ 2.3903

odkazuje na pracu ( , ) a uvadza vysledok
D, = 2.05 pre korela¢nt dimenziu uréend z origindlneho trojrozmerného
signalu vo fdzovom priestore aj pre korela¢nti dimenziu uréent metédou
Casového oneskorenia premennej x(t) vnorenim do 3-rozmerného pries-
toru.

V tabulke 3 sti uvedené a na obrézku 47 st zndzornené korelatné expo-
nenty pre jednotlivé hodnoty ¢, pre dimenzie vnorenia K = 1, 2, 3 a 4.
Vidime, Ze v dvojnasobne logaritmickej mierke je zavislost” prakticky line-
arna.

Na obrazku 48 vidime zavislost” korela¢nej dimenzie od dimenzie vno-
renia. Stvislou ¢iarou je vyznaceny korela¢ny exponent ratany z povod-
ného 3-rozmerného signalu. Vidime, Ze pre vyssie dimenzie vnorenia sa
korela¢né dimenzie prili$ neliSia, hoci sa nedd hovorit’ o tplnej zhode. Je
mozné, Ze pri zvySeni poc¢tu bodov by bol rozdiel dimenzii eSte mensi.
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Obr. 47: Zavislost’” logaritmov korela¢nych sti¢tov od logaritmu ¢ pre Lo-
renzov atraktor
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Obr. 48: Zavislost” korela¢nych exponentov Lorenzovho atraktora od di-
menzie vnorenia




7.8. Chaos a zlozitost’

Pri skimani nameranych tdajov nas samozrejme zaujima miera ndhod-
nosti tychto udajov. Ked'sa pozrieme na nasledujuce postupnosti cifier 0 a
1

01100101001111010010110010 (107)

01010101010101010101010101 (108)

vidime, Ze druhda postupnost’ vyzera byt’ menej ndhodna ako prva.
Podobné postupnosti moézeme vytvorit’ napriklad triedenim namera-
nych udajov xy, ked ich zaradime do dvoch tried, reprezentovanych cif-
rami O a 1. Pri viacerych triedach sa pouziju dalsie cifry, pripadne iné znaky.
Roztriedené namerané tidaje st teda chapané ako retazce znakov.

7.8.1. Algoritmicka zloZitost’

Definicia 66. Algoritmickou zloZitostou retazca je dlzka najkratSieho
programu potrebného na vytvorenie daného retazca, merana v bitoch.

Prakticky nie je dolezité ustanovit’ minimélny program, staci urcit’ zlo-
Zitost’ radovo. Zvéazte napriklad, kol'ko znakov by si vyZiadal program na
vypisanie retazcov typu (107) a (108), keby v ,rovnakom duchu” pokra-
Covali dalej. Ukézte, Ze pri dizke retazca n, by program na vypis retazca




prvého typu (ndhodného) zabral rddovo n pozicii, na vypis retazca dru-
hého typu by stacil program s radovo log(n) bitmi. Podrobnejsie tvahy
néjdete v knihe ( : ).

7.8.2. LZ-zloZzitost’ a jej meranie

( ) uvadza, Ze v roku 1976 navrhli Lempel a Ziv niZ$ie popi-
sant mieru zloZitosti retazca, ktort budeme skratene nazyvat’ LZ-zloZitost’
(anglicky complexity).

Definicia 67. LZ-zloZitost' retazca urcuje pocet roznych vzorov, ktoré je
potrebné skopirovat’ na zreprodukovanie retazca.

Strucne vysvetlime postup urcenia LZ-zloZitosti. UvaZujme retazec S =
5152 ...5y, kde s; € A, Aje abeceda. S oznacuje ,odrezanie” posledného
znaku retazca S, teda S = 5155 ...5,_1. Slovnikom (vocabulary) retazca
S —v(S) — sa nazyva mnozina v8etkych podretazcov S. Napriklad

v(0010) = {0,1,00,01,10,001,010,0010}.

Bez podrobnejsieho vysvetlenia uvedieme tri priklady urcenia zloZitosti
c(S) retazca S, presny popis néjdete v knihe ( , ). Verime, Ze
na tychto prikladoch pochopite algoritmus uréovania LZ-zloZitosti.

S = 0000

1. 0-.




2.Q0=0,5Q0=0-0,0(5Qm) = {0}, teda Q € v(SQm).

3. Q=00,SQ = 0-00,0(SQ7) = {0,001, teda Q € v(SQ7).

4. Q =000, SQ = 0- 000, v(SQ7) = {0,00,000}, teda Q € v(SQ7).
TedaS=0-000ac(S)=1+1=2.

S = 0010

1. 0-.

2.Q0=0,50=0-0,0(5Qm) = {0}, teda Q € v(SQm).

3. Q=01,5Q =001, 0(SQm) = {0,00}, teda Q ¢ v(SQ).
4.Q=0,SQ=0-01-0,v(SQnr) = {0,00,01,001}, teda Q € v(SQ).

TedaS=0:01-0ac(S)=2+1=3.1°
S = aabcb

1. a-.
2.Q0=4,5Q=a-a,v(SQm) = {a}, teda Q € v(SQm).
3. Q=ab,SQ=a-ab,v(SQm) = {a,aa}, teda Q & v(SQm).

162 + 1 znamenad 2 bodky plus 1. LZ-zloZitost’ je pocet vloZenych bodiek (plus 1, ak sa
retazec nekon¢i bodkou).




4. Q=c¢,SQ=a-ab-c,v(SQm) = {a,b,aa,ab,aab}, teda Q & v(SQm).

5.Q=0SQ=a-ab-c-b,v(SQn) = {a,b,c,aa,ab, bc,aab,abc, aabc},
teda Q € v(SQm).

TedaS=a-ab-c-bac(S)=3+1=4.
Lempel a Ziv ukézali, ze LZ-zloZitost' ndhodného retazca dizky # je

_ h-n
logk(n)

b(n) , (109)

kde K je pocet znakov abecedy A a h oznacuje normalizovant entropiu
zdroja, teda informdciu, delenti maximélnou informéciou ziskanou v pri-

pade rovnako pravdepodobnych stavov ( ; ):
_ f pilogpi =1 iy = ki (110)
].Og K =~ 1 1= -7 1 n 7

kde k; je pocet vyskytov i-ho symbolu v retazci S. V pripade rovnako
pravdepodobnych stavov bude p; = 1/Katedah = 1.
Po uréen{ &isla c(S(n)) (S(n) je Cast retazca S dlzky n) sa porovnava
jeho hodnota s hodnotou b(n). Ak je limita
c(S)

lim —<%

7% b(n)




mensia ako 1, m6Zeme urobit’ zaver, Ze sa v retazci S vytvéraji vzory.

Uloha 44. Uréte LZ-zlozitost’ retazca S = 01010101010101. °
Uloha 45. Urcte LZ-zloZitost’ retazca S = 0001101001000101. °

Uloha46. Vytvorte program na uréovanie LZ-zloZitosti a pouZite ho na
stadium LZ-zlozitosti orbit logistického zobrazenia pri r6znych hodno-
tach parametra r, pripadne pre iné zname chaotické dynamické systémy.

[ ]

7.9. Arnoldove zobrazenie — premiesavanie

Dynamické systémy Hénona a Lorenza st prikladmi disipativnych systé-
mov, pre ktoré sa objem elementu fazového priestoru s asom zmensuje a
trajektorie sa priblizuji ku zvlastnemu atraktoru. Podla vety Poincarého-
Bendikssonovej vsak v ohranicenej oblasti dvojrozmerného priestoru ne-
moZe existovat’ chaoticky tok. Dynamicky systém Hénona je teda chaoticky

len vd'aka tomu, Ze je diskrétny ( , )-

Prikladmi nedisipativnych systémov slizia transforméacia pekara (val-
kanie cesta a jeho prekladanie zachovéava objem ( , )) a Ar-
nol'dove zobrazenie definované vztahmi ( 3 )

Xp41 = Xn+Yyn, mod 1,

Yn+t1 = Xn+2y, mod 1. (111)




Toto zobrazenie zachovava obsah. Zobrazenie sa da pekne interpreto-
vat’ ako transformaécia natiahnutia a pootoc¢enia na anuloide-pneumatike
( , ). Na obrazku 49 je znazornena funkcia Arnoldovho zo-
brazenia. Keby v rovniciach (111) neboli ¢leny mod 1, potom by sa macka
nachadzajuca sa v jednotkovom $tvorci pretransformovala na macku v ko-
sodlZniku. Spominané ¢leny mod 1zabezpetia, Ze sa obraz dostane znova
naspat’ do pévodného jednotkového tvorca. Kosodiznik sa , rozreze” na 4
Casti, ktoré sa potom poukladajt tak, ako je to ukazané v pravom dolnom
Stvorci, avsak budu sa nachadzat’ v lavom Stvorci.

Tu sa stretdvame s javom premieSavania. Zobrazenie tak silno defor-
muje kazdy kasok povrchu, Ze po istom ¢ase sa rozmaze po celom anuloide.
Podobne sa kvapka atramentu pri premiesavani rozdeli po celom objeme
pohara.

Priklad 58. Zn&rornime transformaéciu stredu jednotkového stvorca pri
Arnoldovom zobrazeni.

Rie3enie. Na obrazku 50 vidime zaciato¢ny stav, obrazky po prvej Stvrtej a
patnastej iteracii. Vidno, Ze po Styroch iteracidch je uz vsetko dost’ premie-
Sané. Pocas jednotlivych iteracii vznikaji r6zne zaujimavé konfiguracie.
Napriklad po 15. iteracii vznikli akoby mensie kopie pévodného obrazku.
Po tridiatich iterdciach sa povodna konfiguracia (pri 40 bodoch v kazdom
smere) zopakuje, pri inom pocte deleni je periéda ina.

Uloha47. Znéazornite ast’ orbity definovanej Arnoldovym zobrazenim
so zadiatoénym bodom (xg, vo) = (v/3/2,v2/3). .
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Obr. 49: Zobrazenie ,macky” pri Arnoldovej transformécii
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... Navyse, praktické zamestnanie je vo vseobecnosti
zdchranou takych ludi, ako som ja;

akademicka sféra cinnosti niiti mladych ludi

k neustdlej vedeckej produkcii a len silné povahy
moZu pritom odolat’ pokuSeniu povrchnej analyjzy.

Termodynamika — to je jedind fyzikdlna tecria,
o ktorej som presvedCentyj, Ze v ramci pouZitelnosti
jej zakladnijch pojmov nebude nikdy vyvritend.

Einstein ( , ).

8. Chaos a Sum

V tejto kapitole pootvorime okienko do kuchyne statistickej fyziky (pozri,
napriklad, ( , )) a umoznime ¢&itatelovi nahliadnut’ dnu,
aby sa mohol obozndmit” s niektorymi postupmi pouZivanymi v tejto
zaujimavej oblasti.

V predchadzajucich kapitolach tejto ucebnej pomocky sa doéraz kladol
na pochopenie a analyzu chaotickych (nereguladrnych, nahodnych) proce-
sov vznikajicich v désledku nestability a nelinearity uvaZzovanych dyna-
mickych systémov. V danej kapitole sa ststredime na skiimanie systémov,
ktoré su ,vnorené” do urcitého prostredia (termostatu). Toto prostredie
ovplyvriuje procesy prebiehajlice v uvaZzovanom systéme nereguldrnym




sposobom, teda ho ,,zaSumuje”. Tento Sum je mozné zahrnat’ v dynamike
systému ako urcit vonkaj$iu ndhodnu silu. Je evidentné, Ze aj veliciny,
ktoré popisuji systém (napriklad prad v radioelektronickych lampach)
budd neregularne (ndhodné). Uvedena situécia je dostato¢ne univerzalna.
Priklady zaSumenych systémov pozorujeme vSade okolo seba, ¢iuz v zZivej
anezivej prirode alebo aj v spolocenskych a ekonomickych procesoch. Patri
sem dobre znamy Brownov pohyb ( , ), ktory v roku 1827
pozoroval Robert Brown. Dalej mozeme uviest’ $um v radiolektronickych a
im podobnych zariadeniach, tepelny Sum, zaSumenost’ tzv. procesov zrodu
a zéniku (smrti), charakteristickych pre rozne typy chemickych reakcii a
populacné procesy v I'udskej spolocnosti & zvieracej risi a nakoniec zasu-
menost” procesov charakterizujtcich finan¢né toky na svetovych burzach
( , 5 , ; , ). Exaktny matematicky
popis tychto procesov budeme najprv demonstrovat’ na historicky prvom
preskiimanom uz spomenutom Brownovom pohybe. Je to chaoticky pohyb
dostato¢ne velkych ¢astic v kvapalnom alebo v plynnom prostredi, ktory
vznikad v dosledku neregularnych zrazok tychto Castic s ovela mensimi
¢asticami okolia. Prvykrat teoreticky tento pohyb objasnil ( )-
Tento rok mozno povaZovat’ za rok zrodu stochastického modelovania
prirodnych javov.




8.1. Brownov pohyb

Sabor brownovskych castic moZno povaZovat’ za idedlny plyn, ¢o zna-
mend, Ze samotné Castice medzi sebou neinteraguju. V takomto pripade je
pohyb kaZdej ¢astice nezavisly na pohybe ostatnych ¢astic, a preto je mozné
pri dalsich tvahéch sledovat’ pohyb jednej castice. Nakoniec aj tak prej-
deme k pravdepodobnostnému popisu evoltcie celého systému. Obrazok
51 ilustruje pohyb jednej brownovskej castice pre ¢asové tiseky rdoznych
dlzok n. Budeme uvazovat’ homogénny systém a v fiom jednu brownov-
sku Casticu. KedZe v tomto pripade su vSetky smery x, y, z ekvivalentné
a pohyby pozdlZ tychto sdradnic st nezavislé, na Gplny popis dynamiky
Castice je postacujtice sledovat’ pohyb pozdiZ jednej z nich, napr. v smere x.
Na ttito casticu s hmotnostou m pdsobia dve sily:

Brzdna sila vyvolana viskéznym trenim, ktord, ako je zname, je propor-
ciondlna rychlosti ¢astice v = dx/dt s opainym znakom (x urcuje
polohu castice, t oznacuje ¢as), pricom koeficient proporcionality
v = ml je rovny 67tnR (zndmy vztah z klasickej hydrodynamiky),
kde 7 je viskozita a R oznacuje polomer sférickej castice.

Fluktuad¢na sila F, ktora je vyvoland neustale sa opakujtcimi chaotickymi
narazmi s molekulami prostredia (kvapaliny, plynu). S rovnakou
pravdepodobnostou je kladnéa aj zadporna.

Potom podla druhého Newtonovho zédkona (zmena hybnosti ¢astice
p = mv v Case je vyvolana sumou vSetkych na fiu pdsobiacich sil) napiSeme
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Obr. 51: Znazornenie Brownovho pohybu v rovine




rovnicu

dp
— =T F, 112
L=yt (112)
s pociatoénou podmienkou p(0) = pg. Tato rovnicu ako prvy odvodil
( ), ktorého meno rovnica nesie. Pouziva sa aj nazov stochasticka

diferencidlna rovnica.

NiZsie budeme tato rovnicu riesit. Postup pri rieSeni bude odlisny od
toho, na aky sme boli zvyknuti pri rieSeni diferencidlnych rovnic. Pretoze
sila F je neregularna, je zbyto¢né sledovat’ detaily pohybu brownovskej
Castice, kedZe tento pohyb je tiez velmi chaoticky a ma nizku predikativnu
hodnotu. Napriek tomu je (ako uvidime d'alej) mozné sledovat’ rdzne ostre-
dované'” charakteristiky, napriklad stredne kvadratické odchylky hybnosti
(polohy) castice od jej strednej hybnosti (poc¢iatocnej polohy). Veli¢iny také-
hoto typu st experimentalne verifikovatelné. Preto rovnicu (112) budeme
rieSit’ tak, aby sme dospeli k vyrazom pre r6zne stredné hodnoty. Na tejto
ceste, ktora povedie k Statistickému popisu systému, budeme zéaroveri de-
finovat/, ¢o chdpeme pod strednymi veli¢inami.

Preintegrovanim rovnice (112) podla ¢asu je mozné formalne rieSenie
napisat’v tvare:

t
p=rpoe "+ [ e () dn, (113)
0

kde sme pouZili poc¢iatoént podmienku.

7Namiesto vyrazu ,priemerné” (spriemerované) budeme ¢asto pouzivat’ vyraz ,ostre-
dované”.




Langevinova rovnica (112) a jej rdzne zovSeobecnenia je typickéd pre
mnohé stochastické systémy (niektoré z nich budeme analyzovat'neskor),
pricom sila F ma dostato¢ne univerzalny tvar. Preto podrobnejSie preski-
mame jej Struktiru.

Interakcia brownovskej castice s polomerom R s prostredim je charak-
terizovand nasledovnymi typickymi ¢asovymi Skalami:

e Cas, ktory uplynie medzi jednotlivymi zrdzkami — v/ ~ 10717 —
—10716,

e (as trvania zrazky Castice s prostredim — 7 ~ 10712 s,

e (Cas, za ktory sa vymaze informacia o pociato¢nom stave (prvy c¢len
na pravej strane (113) zanikne) — 1)y & 1/T ~ 107195

Je zrejmé, Ze platia nerovnosti 7/ <« T <« 7). Funkcia F(t) je znazor-
nend na obrazku 52 ako sthrn jednotlivych vkladov od kazdej zraZzky. Na
obrazku 53 sti zndzornené jednotlivé vklady s ¢asom ,.chvenia” (oscilacif)
~ 7’ a's priemernou dobou trvania zrazky .

MobZeme si poloZit’ otdzku ako casto sila F bude nadobtudat’ urcita
hodnotu. Ak na horizontalnej osi budeme nanésat’ hodnoty sily F a na
vertikalnej osi pocet pripadov, kedy sila nadobudne tt istti hodnotu potom
zostrojime tzv. histogram (pozri obrazok 54), ktory fakticky znazorruje
hustotu pravdepodobnosti pre silu F. Spravanie sa tejto sily v ¢ase mdZzeme
,merat™ a Casové zavislosti typu 52 mozeme zostrojovat’ pre I'ubovolné
Casové intervaly. Vidime, Ze toto spravanie sa je velmi nepravidelné a v
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Obr. 52: Tlustracia vyslednej sily F(t)
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Obr. 53: [lustrécia roznych ¢asovych skal




podstate nepredpovedatelné, avsak histogram si zachovava svoju formu
nezévisle od ¢asu. PodrobnejSia analyza tejto formy ukazuje, Ze hustota
pravdepodobnosti P (F(t)) ma s vysokou presnostou gaussovsky priebeh

(vid'stranu 221 oddielu 7.4.1): Casy T a T’ na obrazkoch st prili§ velké a ich
rozdiel je prili$ maly na to, aby sa spomenuté vlastnosti zjavne preukazali.

Strednt hodnotu lubovolnej veli¢iny X, ktoré zavisi od sily F, vypodi-
tame v ¢ase t pomocou vztahu:

(0.¢]
(X(E®) = [ X(F®)P(F(®) aF (), (114)
kde integrovanie prebieha cez vSetky mozné hodnoty sily F. Vztah (114)
je funkcionalnym zovSeobecnenim Definicie 7.4 oddielu 7.4.1 (nahodna
premennd F v naSom pripade zavisi od casu).

Zéatvorky (... ) znamenaju, ako je vSeobecne prijaté, stredovanie cez tzv.
Statisticky stibor s vdhou P. V naSom pripade Statisticky stbor tvoria uz
spominané hodnoty (realizacie) veli¢iny F.

Zmysel takéhoto Statistického stredovania sa d4 pochopit’ pomocou
nasledovného prikladu. Ak meriame nejaku veli¢inu s uréitou chybou me-
rania, potom jej strednt hodnotu ndjdeme tak, Ze jednotlivé namerané hod-
noty s¢itavame s urcitou vahou (¢o je vlastne pravdepodobnost’ vyskytu
tejto hodnoty). Vztah (114) je spojitou analégiou uvedeného prikladu. Na
zaklade fyzikalnych predpokladov moézeme povazovat’ funkciu P(F) za
parnu, a preto je strednd hodnota samotnej sily F, ktora je neparna, rovna
nule.
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Obr. 54: Silovy histogram




MobZeme si sformulovat’ tillohu, ¢omu bude rovna stredna hodnota sua-
¢inu dvoch hodnét sily pri dvoch réznych ¢asoch F(t1) - F(t), resp. saéinu
troch F(t) F(tp) F(t3), Styroch F(t1) F(t1) F(t3) F(t4), atd. hodnot sily pri
roznych ¢asoch. Takéto veli¢iny (F(t1) F(t2)...F(t,)) st zname ako kore-
lagné funkcie n-tého radu a maju velka vypovedna hodnotu o spréavani sa
Statistického systému.

Pre gaussovské rozdelenie st vSetky neparne korelacie rovné nule (ne-
péarna funkcia pod integralom v (114)) a vSetky parne korelacie pren > 2 sa
vyjadrujt cez parnu korela¢nt funkciu D pre n = 2! Zdodraznime, Ze parna
korela¢na funkcia D(t, t') = (F(t) F(t')) je funkciondlnym zovseobecnenim
autokorelacnej funkcie definovanej vztahom (92) v kapitole 7.5.

Venujme sa teda podrobnejsie tvaru tejto parnej korelatnej funkcie. Ked’
vezmeme hodnoty sily F v dvoch roznych ¢asoch t a t/, z obrazku 52 je jasné,
Ze ak plati, |t — /| > T potom (F(t)F(t')) = 0, ¢o vyjadruje len ten fakt,
Ze hodnoty sily F st pri uvedenych ¢asovych hodnotach nezavislé (zrazky
brownovskej castice s okolim st v Case vzdjomne nezdavislé, ak casové
intervaly medzi jednotlivymi zraZkami st vécsie ako 7). Vyber samotnych
Casovych hodnét t a t je irelevantny, ¢o znamend, Ze velic¢ina (F(t) F(t'))
v skutoénosti zavisi len od rozdielu t — t':

D(t,t') = (F(t) F(t)) = f(t— '), (115)

kde funkcia f je prakticky nenulova len vo velmi tizkom ¢asovom intervale
|t — #'| < T ajej spojity priebeh sa d4, napriklad, aproximovat’ obd{znikom
(skokovou funkciou) (vid obrazok 55).
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Obr. 55: Schématické tvary parnej korelacnej funkcie f(t)




Oznac¢me

= /Oo F(Hdt=Ar, (116)

kde A je amplituda f. Pri dalsich avahach konkrétny tvar f nie je do-
leZity, budeme len poZadovat, aby sa hodnota I sily F zachovavala pri
Iubovolnom vybere f. Ak budeme pri merani ¢asu vyberat’ dostatocne
velku , makroskopicku” $kalu (malé rozlisenie), konkrétne takd, Ze me-
rané hodnoty t budu ovela vicsie ako charakteristicka Skéla T, potom sa
nam interval (—7, T) bude javit’ ako velmi maly (v limitnom pripade ne-
kone¢ne maly), preto mdéZeme f aproximovat’ Diracovou delta-funkciou,
(vid  kapitolu 7.4.2). KedZe I sa zachovava a z definicie Diracovej funkcie
vyplyva, Ze
(ee] T
| smar= [ smar=1, (117)
—0Q —T

péarna korel4cia sily F sa vyjadri vztahom
(F(t)F(t")) = ATo(t—t). (118)

Toto je definicia tzv. bieleho Sumu, ktory vyjadruje nekorelovanost’ uva-
zovanych stochastickych procesov v ¢ase a je charakteristicky pre mnohé
deje prebiehajtce v rdznych Statistickych systémoch, ktoré sme spominali
na zaciatku tejto kapitoly, a v ktorych moéZeme zanedbat’ tzv. paméatové
efekty.

Teraz sme uz pripraveni riesit’ Langevinovu rovnicu (112). Stredovanim




rovnice (113) cez statisticky stibor F dostavame strednt hodnotu hybnosti:

(py=poe™",  ((F)=0). (119)
Pre odklon hybnosti Ap od jej strednej hodnoty dostdvame:
t
ap=p—(p)= [ e E(H)dn. (120)
0

Umocnenie tejto rovnice a nasledné ostredovanie vedie k vztahu, ktory
urcuje stredne kvadraticky odklon (disperziu) pre hybnost’ p (v zavislosti
od casu)

t t
(8PP =((p— ()2 = [ dtr [ dt et &Mt (B(11)F (1),
0 0
(121)
Substitucia t' = t; — t; a dosadenie parnej korela¢nej funkcie zo vztahu
(118) ndm dava (tp < f):

t f—t ,
((Ap)?) = AT / dbpe=2(t—12) / Sars(t)e Tt (122)
0 —t
Preintegrovanim dospejeme ku kone¢nému tvaru pre ((Ap)?)

(a2 = (1 -2 2T (123)

V limite t — oo disperzia ((Ap)?) nadobtda koneént hodnotu At/2T,
teda relaxuje k ur¢itému rovnovaZnemu stavu. Je jasné, Ze tymto kone¢nym




stavom je stav termodynamickej rovnovahy brownovskej ¢astice s okolim,
ktory, ako je zndme z rovnovéZnej termodynamiky, je charakterizovany
maxwellovskou distribticiou pre rychlosti, resp. pre hybnosti tychto castic
(to isté ako pre idealny plyn). Pre takito distribticiu je disperzia rovna:

((Ap)?) = mkT, (124)

kde T oznacuje absolutnu teplotu uvazovaného systému a k je Boltzma-
nova konstanta. Preto vztah (123), ktory popisuje evoltciu veli¢iny ((Ap)?)
v makroskopickej ¢asovej skdle (¢t > 7) nadobuda tvar

((Ap)*) =mkT(1—e ). (125)

V Case t ~ Ty = 1/2I" brownovska &astica dosiahne maxwellovské roz-
loZenie podla rychlosti (hybnosti): po uplynuti tohto ¢asu t ~ 1/2I" uz
pociatoéna hodnota hybnosti astice py neurcuje jej dalsi pohyb! Pre malé
Casy t << 1/2T" (ale samozrejme t > T) dostdvame charakteristicki pre
Brownov pohyb linedrnu zévislost” disperzie od ¢:

((Ap)*) =2ImkTt=2ykTt. (126)

Toto je znamy Einsteinov vztah pre disperziu a je klacovy v celej teorii Bro-
wnovho pohybu. Ukazuje, Ze pre ¢asy t > 7 ~ 10712 s dostdvame pre
{(Ap)?) vysledok, ktory nie je mozné predpovedat’ na ziklade pred-
stavy o Cisto mechanickom pohybe brownovskej Castice. Podla takejto
predstavy by platilo ((Ap)?) ~ 2.




Podobne mozeme sledovat” ako sa meni stiradnica x brownovskej ¢as-
tice: ;

s 7

T (127)

s pociatotnou podmienkou x(0) = xg. Pri rieSeni tejto rovnice a hladani

roznych koreldcii pre x postupujeme podobne ako pri rieSeni rovnice pre

hybnost. Citatel sa mdZe pokdsit’ zopakovat’ tento postup aj pre rovnicu

(127), preto dalej uvedieme len vysledky. Pri vypocte disperzie x sa integ-

ruje Stvornasobne.

Uloha 48. Ukazte, Ze

(x) = xo + % (1 -~ e—”) . (128)

(Navod: vyuZite rieSenie (113).) °

Pre disperziu sme dostali vztah

2
((—x0)%) = [B2] 1-eT]7+ % [2rt+ 4ot oMt 3]
(129)

Pre strednia drdhu (x) (na zdklade (128)) a stredne kvadratickd odchylku
{(x — x0)?) od potiato¢nej polohy xj (na zdklade (129)) pre malé casy t <
1/T (samozrejme v makroskopickej Skéle ¢ >> 7) mame:

(x) ~ x9 +vot, {(x —x0)%) = v§#*, (130)
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Obr. 56: Casové zavislosti disperzie polohy a strednej hodnoty druhej moc-
niny hybnosti brownovskej ¢astice




kde vy = po/m oznacuje pociatoénti rychlost’ Castice. Vidime, ze pre takéto
¢asové intervaly sa eSte zachovava mechanicky charakter pohybu Bro-
wnovej Castice (v danom pripade je to rovnomerny pohyb), hoci disperzia
{(Ap)?) sa uz uréuje z Einsteinovho vztahu (126).

V pripade velkych ¢asov t > 1/T (na zéklade (128) a (129)) dostavame
vztahy:

(3) = o+ oofT, {(x=30)%) =250, ((Ap)?) = (p?) = mkT, (13D

ktoré udavajua, ze pre tieto casové Skély sa stredne kvadratickd hybnost’
(rychlost) urc¢uje uz statistickou hodnotou mk T a kvadratickd odchylka
stradnice od pociato¢nej hodnoty je uréend Einsteinovym vztahom (pozri
obrazok 56).

To znamend, Ze na tomto Stddiu brownovska castica tplne zabudne
svoju , mechanickd minulost™ a d’alsi proces nadobtida akoby nezotrva¢ny
charakter.

Podobne moZzeme ukézat), Ze pre neparne vyssie korelécie plati:

(Ap)**h) = ((x —x)* ) =0  prek>1. (132)

Je to vd'aka tomu, Ze neparne korelécie sily F st rovné nule (gaussovost).

Naviac vsetky vysSie parne korelacie F sa daja vyjadrit’ako mocninové
funkcie parnej korelacie D definovanej v (115). Ako dosledok pre vyssie
parne korel4cie odchylky x — xp dostdvame

(x —x0)%) ~=t5,  prek >1. (133)




Je jasné, ze ak zacneme pocitat’cas nie od nuly, ale od t(, tak vo vyssie
uvedenych vztahoch treba t zamenit'na t — ty) = At.

8.2. Sum v radioelektronickych pristrojoch

Na rannom $tadiu vyvoja radia, kedy intenzity Sirenych signélov boli malé
a pouzivali sa primitivne prijimace, kazdy posluchac si v§imol pritomnost’
velkého poétu neregularnych elektrickych signalov. Tieto vznikali bud'v at-
mosfére, alebo v prijimaci, resp. vo vysielaci a ziskali vSeobecny nazov
,Sumy”. Dalej podrobnejsie popiseme tzv. ,praskavy sum”. Nasim cielom
je uviest” eSte jeden priklad fyzikalneho neregularneho procesu, ktory sa
popisuje Langevinovou rovnicou. Okrem toho, tymto prikladom chceme
upriamit’ pozornost’ itatela na niektoré nové technické aspekty pri rieseni
stochastickych diferencidlnych rovnic oproti nasej sktisenosti pri rieSeni
Standardnych (nestochastickych) diferencialnych rovnic.

8.2.1. Fyzikalny popis elektronovej lampy

V elektréonovych lampach je elektricky prad nestacionarny: je vytvarany
jednotlivymi elektrénmi, ktoré sa na ur¢itom intervale svojej drahy urych-
I'uju a po dosiahnuti anédy v réznom ¢ase, jej odovzdaja svoj naboj. Elek-
tricky prad, ktory vznika pri takomto procese, je mozné zapisat’ v tvare:

I(t) = % S(t—ty) (134)
k=1




kde S(t — t) oznacuje vklad elektrénu, ktory dopadol na anédu v Case ty.
To znamena predpoklad o tom, Ze elektrony vytvaraju eletrické impulzy
rovnakého tvaru, ale s réoznym (kazdy so svojim) ¢asovym oneskorenim,
ako je to ukazané na obrazku 57. Statisticky aspekt procesu je schovany vo
vybere casov t;. Najjednoduchsi vyber spociva v tom, Ze kazdy elektron
dopadé na anédu nezévisle od ostatnych elektrénov. To znamen4, Ze ¢asy
tr v danom tasovom intervale, napr. (—oo, 00) st distribuované ndhodne,
pri¢om priemerny pocet dopadov za jednotku ¢asu je zadany. O exaktny
teoreticky popis uvazovaného sumu sa prvykrat pokusil ( )-
Avsak tedria tohto Sumu sa intenzivne rozpracovéavala trochu neskoér v ro-
koch 1920-1930 a kone¢nti podobu jej dal ( ’ )-

8.2.2. Odvodenie diferencidlnej rovnice pre pravdepodobnost’

Ked'Ze proces je ndhodny, v jeho popise musime zohladnit’ tento aspekt. Po-
et elektronov n, ktoré dopadnti na anédu do ¢asu t je Statistickou veli¢inou
popisovanou pravdepodobnostou P (1, ). Budeme predpokladat, ze prav-
depodobnost” dopadu jedného elektrénu v ¢asovom intervale (¢, t + At)
nezavisi od t a n (Co je realizaciou tvrdenia o Statistickej nezéavislosti casov
tr) aje tmerna At. Pravdepodobnost’ preskoku jedného elektréonu je potom
dané vztahom

P(n — n+1, v priebehu At) = AAt, (135)

kde A je konStanta timernosti.
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Obr. 57: Schématické znazornenie prudu (134) pre S(t) zo vztahu (146)




Ozna¢me Ay jav, pri ktorom do ¢asu t dopadne prave k elektrénov.
Do ¢asu t + At moZe dopadnut’n elektronov tak, Ze uz v ¢ase t ich dopadlo
n a neuskutoc¢nil sa Ziaden preskok za cas At, alebo do c¢asu t dopadlo
prave n — 1 elektrénov a za ¢as At preskocil prave jeden elektrén, alebo
do casu t dopadlo prave n — 2 elektréonov a za ¢as At preskocili prave dva
elektrony, atd. ... Javy Ao, Ay, ..., A, vytvéaraja systém hypotéz a preto sa
pravdepodobnost’ P(n, t + At) bude pocitat’ako aplna pravdepodobnost’
pomocou podmienenych pravdepodobnosti

P(n, t+ At)=P(n,t)(1—AA)+P(n — 1, ) AAt+P(n — 2, 1) (AAE) >4 - -
(136)
Odtial dostavame

P(n,t+ At) — P(n,t)

= —AP(n,t) + AP(n —1,t) + A2AtP(n — 2,t) + - - -

At
(137)
Limitnym prechodom At — 0 dostavame diferencidlnu rovnicu
% = A[P(n—1,t) — P(n,t)]. (138)

Tato rovnica je typickad pre popis procesov zrodu a zaniku (smrti) v bio-
logickych systémoch, resp. pre urcitt triedu chemickych reakcii, preto je
uZito¢né néjst’ rieSenie tejto rovnice a ukazat’ prechod k ekvivalentnému
popisu pomocou Langevinovej rovnice.




8.2.3. Metdda generujtcej funkcie

Definujme si tzv. generujticu funkciu
(e}
G(s,t) =) s"P(nt). (139)
n=0
Met6da generujtcej funkcie sa ¢asto pouziva pri rieSeni niektorych dife-

rencidlnych rovnic. Rovnicu (139) prepiSeme za predpokladu P(—1,t) = 0
na rovnicu pre generujtcu funkciu

aG(.(;’t) = A(s —1)G(s,1). (140)
a hned  uré¢ime aj jej rieSenie

G(s,t) = DI G(s,0). (141)
Uloha49. Odvod'te rovnicu (140) za predpokladu P(—1,t) = 0. o

PoZiadavka o tom, Ze pri t = 0 Ziadne elektrony nestihli dopadnit’ na
anddu vedie k podmienke pre pravdepodobnost’ P(0,0) = 1, P(n,0) = 0
pre vSetky n = 1, a preto G(s,0) = 1. RozloZenim rieenia (141) podla
mocnin s dostdvame pravdepodobnost’ P(n, t) v tvare:

e—/\t (At)n

P(n,t) = o

, (142)




ktora je znama ako Poissonove rozdelenie.

Poznamka 8.1. Poissonove rozdelenie pravdepodobnosti sa pouZziva aj
vinych ,nefyzikdlnych” situacidch, kde dochddza k jednotlivym navzijom
nezavislym udalostiam, ako napriklad prichody aut na krizovatku, alebo
objavovanie sa objednavok v najrdznejsich oblastiach sluZieb.

Uloha 50. RozloZte rieSenie (141) podl'a mocnin s. °
Veli¢ina N(t) = n je uréujucou premennou Poissonovho procesu. Z de-
finicie N(f) je jasné, Ze veli¢ina
dN(t)
dt
je skoro v8ade rovné nule okrem okamihov, kedy sa N(t) zvacsuje o jed-

notku, preto tato funkcia je sumou Diracovych delta-funkcii (pozri priklad
o derivovani Heavisideovej funkcie v ¢asti 7.4.2):

u= (143)

N
ut) =) o(t—tx), (144)
k=1

kde t; — ¢asy dopadov jednotlivych elektrénov na an6édu — boli zavedené
vo vztahu (134).

Poznamka 8.2. Derivacie tu chdpeme v zovseobecnenom zmysle, pre ¢i-
tatela stac¢i, ak si osvoji fakt, Ze zovSeobecnena derivacia kladného jed-
notkového skoku (nespojitej funkcie!) je vhodne posunuta Diracova delta-
funkcia.




8.2.4. Odvodenie diferencidlnej rovnice pre prad

Pomocou (144) a definicie Diracovej funkcie mdzeme vyraz (134) pre elek-
tricky prad prepisat’ v tvare

N
I(t):ZS(t—tk Z/ S(t—tp—x)dx = |t =t —x,

dt’ = x=—oo—>t—oo, x=00—t =—o0| = (145)

—/ S(t—t) Z(St—tk)dt’ /_OOS(t—t’)p(t’)dt’,

=1
teda prud I(t) je konvoluc1ou funkcie S(t) a funkcie p(t).

Prirodzené ohranicenia na funkciu S(t — t') spocivaja v tom, Ze je rovna
nule pri t < t' at — oo. Prva podmienka znamend, Ze pred dopadom
elektrénu na anédu je elektricky prad nulovy. Druha znamen4, Ze impulz,
ktory vyvola elektréon, sa v kone¢nom doésledku utlmi. Konkrétny tvar
funkcie S nie je doleZity a pre jednoduchost’ sa ¢asto berie v tvare, ktory
splita uvedené podmienky, napriklad:

e—at
so- {57 €29

kde g a a st volné parametre. Teda pre t' > t bude S(t —t') = 0. Pomocou
tohto vztahu prepiSeme (145) v tvare

t !
— / ge =) Ly ar'. (147)




Derivovanim poslednej rovnice dospejeme k diferencialnej rovnici pre elek-
tricky prad I(t)

A _

! t /
o = e ()]s + /_ _(cagemDu(¥)ar.  (148)

Pouzitim vztahov (143) a (147) dostaneme

dld—(tt) — _ad(8) +q o). (149)

Je to stochasticka diferencidlna rovnica Langevinovho typu, avsak fluktu-
atna sila je uréend ¢lenom q i (t), kde p je derivacia premennej Poissonovho
procesu a je sumou Diracovych delta-funkcii.

8.3. Fokkerova-Planckova rovnica

Pri skimani ndhodnych procesov poskytuje funkcia hustoty rozdelenia
pravdepodobnosti tplnt informéciu o Statistickych vlastnostiach systému.
Riesenim Fokkerovej-Planckovej rovnice je mozné ziskat’ funkciu hustoty
pre Sirokda triedu nahodnych procesov. Nasledujtica ¢ast’je urcend pre zve-
davych, trpezlivych a odvaznych ¢itatelov.

Vo vSeobecnosti mdZeme uvazovat'casticu vo vonkajsom potencidlnom

poli. Vtedy na riu bude posobit’ este sila Fi; = —%—g, kde U je potencidl.

Sila Fi; sa prid4 este na prava stranu rovnice (112).




8.3.1. Chapmanova-Kolmogorova-Smoluchowského
rovnica

Definujme si rozdelovaciu funkciu p(tg, xo|t, x) (hustotu pravdepodob-
nosti) takd, Ze veli¢ina p(fg, xo|t, x)dx urcuje pravdepodobnost’ najst’ bro-
wnovsku Casticu v intervale (x, x + dx) v Case ¢, ak sa tato v Case fy nacha-
dzala v bode x(. Nech je tato funkcia normovana na jednotku a vyhovuje
pociato¢nej podmienke, ktord zodpovedd tomu, Ze brownovska castica sa
v Case t = typ nachadza v bode x = xy:

/p(to, xolt, x)dx = 1 pre vSetky t a p(to, xo|to, x) = 6(x — x¢9).  (150)

Poznamka 8.3. Vsetky integraly v tejto casti budeme pre jednoduchost’
pisat’ bez hranic, hoci mame stale na mysli integraly [ , ako napriklad
v rovnici (150).

Ako sme uZ spominali, charakteristickou nemechanickou ¢rtou uvazo-
vanych procesov pri makroskopickej ¢asovej skale t > 1/T je ich ,neiner¢-
nost™ (strata pamati o pociato¢nom stave). To znamen4, Ze kazdy medzi-
stav brownovskej ¢astice mdzeme povazovat’za pociato¢ny. , Neiner¢nost™
procesu dalej znamend, Ze funkcia p(to, Xo|t, x) je nezavisla na procesoch,
ktoré sa udiali pred ¢asom t, a teda je tplne jedno akym spdsobom sa ¢as-
tica k okamihu ty dostala do bodu x(. Funkcia p(tg, xo|t, x) taktieZ nenesie
ziadnu informaciu o tom, cez aké medzistavy sa Castica za ¢as t — to dostala
z bodu x¢ do bodu x. Takéto procesy st zname ako markovovské procesy.




Uvazujme dva za sebou idudce Casové intervaly (fo,t) a (f,t + At) a
nasledovny stcin pravdepodobnosti:

[o(to, xolt, x') dx’ - p(t, X' |t + At, x)dx; to <t <t+At. (151)

KedZe prechody pre dva za sebou iduce ¢asové intervaly st vzajomne
nezavislé, dany sucin udava pravdepodobnost’ ndjst” ¢asticu v okamihu
t + At v intervale (x, x + dx) ak v Case ty sa tato nachadzala v bode x( a
v okamihu t v intervale (x/, x" + dx’).

Poznamka8.4. Hodnoty dx povazujeme za dostatocne malé vtom zmysle,
Ze mozeme stotoznit'bod x’ s hociktorym inym bodom intervalu (x/, x’ +
dx’).

Preintegrovanim cez vSetky mozné medzistavy x’ v ¢ase t dostaneme
rozdelovaciu funkciu p(to, xg|t + At, x):

p(tg, xo|t + At, x) = /p(to, xolt, x') p(t, x'|t + At, x) dx’. (152)

Toto je znama Chapmanova-Kolmogorovova-Smoluchowského (CHKS) rovnica
( , § , ). Obycajne sa uvazuju pripady, kedy
ziadny casovy okamih ¢ nie je Specidlne vycleneny oproti ostatnym ca-
sovym okamihom, preto funkcia p(fg, xg|t, x) zavisi od ¢asu homogénne:
p(to, xolt, x) = p(0, xo|t — to, x) = p(xo|t — to, x). Rovnica homogénneho
v ¢ase markovovského procesu tak nadobtda tvar:

p(xo|t + At, x) = /p(xo|t, X)p(x|At,x)dx, 0<t<t+At. (153)




Poznamka8.5. Budeme pouZzivat'rovnaké oznacenie p pre obidve funkcie
(jedna zavisi od Styroch, druhé od troch argumentov).

Rovnica (153) je nelinearnou integralnou rovnicou, a preto ma vela rie-
Seni, medzi nimi aj nefyzikalne. Fyzikdlne zmysluplné rieSenie pre pohyb
brownovskej astice musi vyhovovat’ podmienkam (132)—(132), ktoré teraz
mozeme prepisat’ pomocou nasej rozdelovacej funkcie takto (podobne ako
vysSie, uvaZujeme tg = 0, At =t — tg = t):

x —x x'—x
< o >|At—>0 = / oy p(x|x’, At)dx" |ar—o= A(x),

! a2 /N2
= 2)) Atx) ) at—0 = /%p(ﬂx’,m)dx’ |at—o= B(x), (154)

Ik )k
% |At—>0 = /%P(ﬂxl, At)dx/ |At_>0: O, k z 3’

kde A(x) = (—dU/dx)/y a B(x) = 2kT/y.
Nech H(x) je dostatotne hladka funkcia, pre ktoru existuje stredna
hodnota

/H p(xo|x, t)dx.

N4jdeme ¢asovu derivaciu H( )

po(xolx!, t + At) — p(xg|x/, t
:/dx’H(x’) (xol A?f ( ol ) lat—o -




Pouzitim CHKS rovnice (153) upravime poslednt rovnicu do tvaru

a”;:t) :/dx/dx’p(x0|x,t)H(x')p(x|x'At)A_t p(x|x’,0) a0 . (155)

Rozlozime funkciu H(x") do Taylorovho radu v okoli bodu x:
87;—1@ - /dxp(x0|x,t) /dx’ (H(x) + (¥ —x)H'(x)+

_|_

x — x)? x|x!, At) — p(x|x’,0
%H”(x)-l—...) plx] )At PAY.0 (156)
KedZe podla (150)

/p(x|x’,0)dx’ = /p(x|x’, At)dx' =1,
Cleny timerné H(x) sa krétia, a kedZe vd'aka pociato¢nej podmienke (150)
/(x’ — x)*p(x|x’,0)dx’ = /(x’ —x)ks(x —x")dx' =0, k=1,
tak aj ¢leny s p(x|x’, 0) sa nuluja. Zostavajtice ¢leny majt tvar
(x — x)*o(x|x', At) /At

a vdaka poziadavkam (154) dévaju po preintegrovani pre k = 1 a k = 2
veli¢iny A(x) a B(x) a pre k = 3 sa nuluju. Po tychto zjednoduseniach




posledna rovnica nadobudne tvar:

/ dxH(x)% — / dx (pAH' + pBH" /2) (157)

kde pre jednoduchost’ sme oznadili p(xg|x,t) = p. Prvy &len v pravej Casti
tejto rovnice preintegrujeme per partes jedenkrat a druhy ¢len dvakrat, aby
sme derivécie po x z funkcie H(x) prenieslina pA a pB. Zaroven vyuzijeme
prirodzené hrani¢né podmienky na p:
P |x—>:|:oo: 0, p/ |x—>ioo: 0.

V dosledku tychto poZiadaviek

/ a 1/ / a 82
pAH — Ha (pA), pBH" — Ha (pB)—>Ha 5(pB) .

Prenesenim vSetkych ¢lenov rovnice (157) na lav stranu dostavame

[ axH(x) {—" ai( Ap) — aaz(BP/Z)} (158)

KedZe funkcia je lubovolng, integral bude rovny nule len ak zaroveii vyraz
v zatvorke bude rovny nule:

0 0 92
57+ 3-(Ap) — 5—(Bp/2) = 0. (159)




Substitaciou A(x) = —(dU/dx) /v, B(x) = 2kT /y dostdvame rovnicu

dp _kTd*p 19 [ U

ot  yox? yox <pax> '
Tato rovnica je zndma pod ndzvom Fokkerova-Planckova rovnica. Je to line-
arna diferencialna rovnica parabolického typu a l'ahko sa zovseobeciiuje
na trojrozmerny pripad. Pri zadanej pociato¢nej podmienke p(xo|x,0) =
5(x — xp) a prislusnych hrani¢nych podmienkach ma jediné riesenie.

(160)

8.3.2. RieSenie Fokkerovej-Planckovej rovnice

UvaZujme Fokkerovu-Planckovu rovnicu v pripade nulového vonkajsieho
pola U = 0 pre brownovsku &asticu, ktord sa na zaiatku nachadzala
v bode x = 0 s normovacou podmienkou (150) a s nulovymi hrani¢nymi

. . 2 S e . [ v 2z L
podmienkami, ktoré odzrkadluja fakt, Ze v nekonec¢ne sa nenachadzaju
Ziadne castice:

o kT 9%p .
% 7@' p(0,x) = &(x),
/ dxp(t,x) = 1, plitoo=0, o |rkw=0. (161

Prechodom k Fourierovej reprezentacii pomocou inverznej Fourierovej
transformécie (pozri vztah (98) v oddieli 7.6)

1 +o00 .
p(tx) = o [ " dppp(t)e” (162)




sa dostavame k elementarnej matematickej tlohe pre obraz p,:

dpp kT , -
FT —727 , Pp(o) =1. (163)

Preintegrovanim po f néjdeme rieSenie py(t) = exp[(—kT/y)p*t]. Inverz-
nou Fourierovou transformaciou (162) pouzitim zndmeho vzorca uré¢ime
hl'adané rieSenie v tvare
1 a2
p(t,x) = ———¢ @I/, (164)
47t(kT /y)t
KedZe funkcia p(t, x) je parna vzhladom na premennd x, je zrejmé, Ze ne-
parne korelacie (x*" 1) sd rovné nule a pre parne korel4cie plati (pouZijeme
zjednodusené oznacenie o = [(4kT/y)t]~1):

2”t>:1/ﬁ/+oox2”e“x2dx_ - 1/ /+OO —ax? iy =
— 77 9o

np1 2100
\/78081 -1) e a = (165)

= (=1)"1 (2n — 1)1 {2"7%] = (=)™ (2n — 1)1 [<x2(t)>]”

Pre stredne kvadratickti odchylku (n = 1) dostavame Einsteinov vztah
(x%(t)) = 2(kT/y)t. Pre vyssie korelacie mame:

300y A =10 (LY 2
@ip=o. @ =2(T) e




a tak dalej. Vidime, ze (x*(t)) |;_o= 0 pre k = 3, a teda p(t, x) skuto¢ne
patri do mnoZiny funkcii s poZzadovanymi vlastnostami. (9!! =9-7-5-3-1
a pod.)

Na ilustraciu je hustota pravdepodobnosti p(t, x) zndzornend na ob-
razku 89 ako funkcia stradnice x pre za sebou nasledujtice ¢asové okamihy
t < tp < t3.

8.4. Zaver

Hustota pravdepodobnosti p(t, x), ktora je rieSenim Fokkerovej-Plancko-
vej rovnice popisuje pohyb brownovskej ¢astice na makroskopickej ¢a-
sovej skale t > 1/T. Pre tieto ¢asové intervaly sa ndhodny pohyb bro-
wnovskej Castice stdva difiznym procesom — hustotu pravdepodobnosti
p(t, x) mdzeme interpretovat’ako koncentraciu brownovskych ¢astic. Teda
Fokkerova-Planckova rovnica (161) je v skuto¢nosti prikladom jednoduchej

diftiznej rovnice s koeficientom diftizie rovhym —.
Y

Pohyb castice je v tomto pripade ,nezotrva¢ny” — Castica strdca pamat’
0 svojej pociatocnej rychlosti. Aktualny stav castice v Iubovolnom &ase t
je urceny len stiradnicou x(tg), ktort vZdy mozno povazovat’za novy po-
¢iatocny stav xg, po¢nuc ktorym sa zacina znova rovnaky diftzny proces
(¢asovy argument sa posunie o t) bez akéhokolvek vztahu k predchadza-
jacemu vyvoju.

Poznamka 8.6. Takéto procesy sa volaja markovovské a dynamika bro-
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Obr. 58: Zmena funkcie hustoty pravdepodobnosti v zavislosti od ¢asu




wnovskych castic, resp. dynamika podobnych systémov uz méze byt’
popisana len Statisticky, resp. v ramci pravdepodobnostného pristupu.
Dalsie zaujimavé podrobnosti a pristupy uZ vychadzajt za rémec tejto
ucebnice. Zvedavému a pripravenému ¢itatelovi mézeme odporudit’ na
dalsie stadium knihy ( , o : ).




Matematika — to je umenie vyhiyjbat’sa vijpoctom.

R. Macmillan.

9. Programova priloha

V tejto Casti struc¢ne popiSeme principy programov, ktoré sme pouzili na
vyrobu obrazkov a uvedieme ich texty v jazyku MATLAB. Citatel ich moze
pouZit’ na experimentovanie v tejto zaujimavej oblasti a pritom sa tiez
modze naucit’ nejaké nové prikazy. Programy nie st optimalizované, su
vysledkom skor niekolkominutovych ako niekolkodiiovych tivah. Znak
% uvadza komentar.

9.1. Rungeho-Kuttova metéda

Rungeho-Kuttova metdda rieSenia Cauchyho tlohy pre stistavu diferenci-
alnych rovnic prvého rddu je popisané prakticky v kazdej u¢ebnici nume-
rickej matematiky, napriklad v skriptach ( , ).

tO=input(° t0: ’);

tl=input(’ ti1: ’);

nk=input(’ pocet krokov: ’);
x=input(’ zaciatocny vektor: ’);




t=t0;
n=length(x) ;
v(1l,1)=t;
v(1,2:(n+1))=x";
index=1;

h=(t1-t0) /nk;
for k=1:nk,
x=krok(t,x,h);
t=t+h;
if mod(k,1)==0,% nemusime si pamatat vsetko
index=index+1;
v(index,1)=t;
v(index,2: (n+1))=x’;
end;
end;
subplot(2,1,1); plot(v(:,1),v(:,2));
subplot(2,1,2); plot(v(:,1),3*cos(v(:,1)/5));
hold on; plot([tO t1],[2 2],’r’,[t0 t1],[-2 -2],’r’);
%plot3(v(:,2),v(:,3),v(:,4)); % 3D plot v Lorenzovi
% zapis obrazkov do eps suboru
print skoky.eps -fl1 -depsc2;

Hlavny program v skripte runge .m nacita vstupné tidaje — zaciatocny
a konecny &as, pocet deleni ¢asového intervalu a zadiatoény vektor (stlpec).
Podprogram krok.m realizuje vypocet pribliznej hodnoty vektora x v no-
vom ¢asovom okamihu t. Hodnoty t a x sa ukladaji do matice v (moZete




vyuZit’ funkciu mod a zapisovat’len kazdt druhti hodnotu a pod.) a potom
sa naraz vykresluju. Prikazy subplot umoziiuju do jedného obrazku u-
miestnit’ viac grafov. Na zéaver si prikazom print zapamitdme obrazok
napriklad vo formate ENCAPSULATED POSTSCRIPT. Prikaz help print VAm
pomdze lepsie spoznat’ funkciu print.

function [y]l=krok(t,x,h)
ki=h*fun(t,x);
k2=h*fun(t+h/2,x+k1/2) ;
k3=h*fun(t+h/2,x+k2/2) ;
k4=h*fun(t+h,x+k3) ;
y=x+(k1+2% (k2+k3)+k4)/6;

Funkcia krok .m zabezpecuje realizdciu samotnej Rungeho-Kuttovej me-
toédy. Ak vymenite par riadkov, ziskate ind metédu (napr. Eulerovu, Heu-
novu) bez toho, aby ste zmenili hlavny program.

function [fun]=fun(t,x)

% Definicie funcii pre metodu Runge-Kutta

To6 1 Too o Joo o Too o Joo o Joo o Joo o Jo o o Jo

% anharmonicky oscilator %

ToTo o o ToToo o ToToo o o To o 1o o To To o o o Jo o 1o o

% x(1)=Ud (dioda) x(2)=I =x(3)=theta

% R=1;L=1;U0=1.2;C0=0.03/U0; omega=2%pi;

% Ue=2.2; % 1.5 1.9 2.03 2.06 2.2

% fun=[x(2)*(x(1)+U0)/(CO*U0); (-R*x(2)+Uexcos(x(3))-x(1))/L;omegal;




To o TotoIoo oo o To o To o Fo o o o o oo o

% Lorenzov atraktor Y%

Tooto Ioo To To oo foo Toio o oo fo o fodo

% sigma=10;

% r=30; % 5 10 25

% b=8/3; % x0=[1;0;20]

% fun=[sigma*(x(2)-x(1)); -x(1)*x(3)+r*x(1)-x(2); x(1)*x(2)-b*x(3)];
Tototolo o TotTo oo foo Foto o

% Van der Pol Y

BototoToo Toto o oo foo fo o o

%a=1; b=1; c=1;

Y%fun=[x(2); bx(1-c*xx(1)"2)*x(2)-a*xx(1)];

TotooToo o to oo o

% Duffing Y%

Bototoloo ot to oo o

%a=1;b=0.25;c=0.3;d=1; % c=0.1 x0=[1.1;0]

%fun=[x(2); c*cos(d*t)-b*x(2)+a*x(1)-x(1)"3];

Toloo Io o 1o To oo foTo Todo To o o fo o Fo o Toio To fo o fo o Fodo Fo o o fo o Foda Fo o o oo foto Foito Fo oo fo o Foto Fo oo fo o
% Skoky pri bifurkaciach: meni sa "parameter" p=3*cos(t) %
Fotoo Io o To o To oo foTo Toto o o o oo fo o Foo Fo oo fo o Fo o Vo o o fo o Fo o Vo o o oo fo o Foto Fo o o fo o Fo o Fo o o fo o
fun=3*x(1)-x(1) ~3+3*cos(t/5);

Funkcia fun.mje voland v procedtre krok. Definuje stistavu, ktort rie-
gime. Stlpcovy vektor fun pozostéva z pravych stran diferencislnej stistavy,
nezndme premenné indexujeme a zapisujeme ich do jedneho vektora x. Od-
komentovanim a stcasnym zakomentovanim zmenime ststavu. Niekedy
je potrebné modifikovat” hlavny program, aby sme vykreslili, ¢o nas zau-
jima.




9.2. Bifurka¢ny diagram spolu s Ljapunovovym exponen-
tom

Bifurkaény diagram mé znézornit’ vznik stabilnych dvoj-, $tvor-, atd’. pe-
riéd pri zmene parametra. Pri kaZzdej hodnote parametra, ktorti pocitame
s nejakym krokom na danom intervale, najprv nechdme prejst’ urcity pocet
iteracii a potom vykreslujeme hodnoty. Ak sme uz blizko cyklu, prakticky
vidime len stacionarne body (vdaka nepresnosti grafiky a nasej neschop-
nosti vidiet’ malé rozdiely).

clear all;
global r;
rmin=input (’Minimalne r: ’);
rmax=input (’Maximalne r: ’);
nr=input (’Pocet deleni <rmin,rmax>: ’);
nmin=input (’Po kolkych iteraciach zakreslujeme? ’);
nzap=input (’Kolko hodnot zakreslujeme? ’);
perioda=input(’S akou periodou? ’);
posun=input (’Kolku vetvu zdola? ’);
subplot(2,1,1);
hold on;
for i=1:(nr+1),

ljap=0;

r=rmin+(i-1)*(rmax-rmin) /nr;

vr(i)=r;

x=sqrt(2)/13;

for j=1:nmin,




1jap=1jap+log(abs (£d(x)));
x=f (x);
end;
1(i)=1jap/nmin;
while x<f(x),
x=f (x);
end;
for j=1:nzap,
x=f (x) ;
if mod(j-posun,perioda)==0, plot(r,x,’.’); end;
end;
end;
subplot(2,1,2);
plot(vr,1,’.7);
print bifurkacie.eps —-f1 -depsc2;

Hlavny program bifurkacie.m teda ur¢i potrebné tidaje. Funkcia mod
v tomto pripade umoZziiuje odchytit’ Ziadant vetvu. Program pocita aj
exponent Ljapunova. NiZsie st uvedené funkcie a derivécia. V stibore f.m
je mozné vidiet, ako sa definuje funkcia, ktora pri vstupnom vektore vrati
vektor funkénych hodnét rovnakej dizky (poéita hodnoty po zlozkéch).
Pravda v tomto konkrétnom pripade je tato funkcia zbytocna.

function [f]=f(x)
global r;
for i=1:length(x),
fpom=2*x; if (pom>=1), f(i)=pom-1; else f(i)=pom; end;




%f (1) =mod (3*x (i), 1) ;
%E (1) =mod (2*x(i),1);
%f (1)=r*(1-2*abs(1/2-x(i)));
HE(1)=—x(i)*2+1.4;
%hE(1)=x(1i)/2+0.4;
f(i)=r*x(i)*(1-x(1));
HE (L) =r*(x(1)*(1-x(1)))"2;
%f=r*(1-abs(2*x-1)) ;
hE=r*sin(pi*x) ;

end;

function [fd]=fd(x)
global r;
fd=r*(1-2%*x) ;

9.3. Zobrazenie jednorozmernych iterdcii

Tento program iterplot.m ndzorne ukazuje konvergenciu alebo diver-
genciu jednorozmerného iteratného procesu x,411 = f(xy). Snad jedind
zaujimavost’ spociva v pouziti prikazu global, ktory slazi na odovzdanie
hodnoty r do funkcie £ .m. Sipka, naznalujica smer iteracif bola doddvana
,rucne”.

global r;
r=input(’r: ’);




a=input(’a: ’);
b=input(’b: ’);
x=input (’x0: ’);
y=f(x);
hold on;
plot([a,b]l, [a,bl,’--);
axis([a,b,a,bl);
xx=a: (b-a)/50:b;
plot (xx,f(xx),’r’);
plot([x,x],[0,y],°-.7);
plot([x,y]l, [y,y1);
ni=input(’Pocet iteracii: ’);
ns=round(ni/2)-1;
for k=1:ni,
x=y; y=f(x);
plot([x,x], [x,y1);
plot([x,y]l, [y,y1);
if k==ns,
uhol=input (’Uhol: ’);
% sipka([x+0.6*(y-x),y],uhol,0.025);
end;
end;
clear x y;

function sipka(x,alpha,d)

beta=15;

hold on;

£i11([x(1)-d*cos((alpha-beta)/180*pi) ,x(1),...
x(1)-d*cos((alphatbeta)/180*pi),. ..




x(1)-d*cos((alpha-beta)/180*pi)], ...
[x(2)-d*sin((alpha-beta)/180*pi) ,x(2),...
x(2)-d*sin((alphatbeta)/180*pi), ...
x(2)-d*sin((alpha-beta)/180*pi)],’b’);

9.4. Nahodny algoritmus SIF (systému iterovanych
funkcii)

Tento program slizi na generovanie fraktdlov metédou SIF. Je neuveri-
telné, ¢o vietko sa d4 dosiahnut’ takymito jednoduchymi prostriedkami.
Zaujimavostou je snad pouzitie trojrozmerného pola atm (affine transform
matrices) na spolo¢né uchovanie vsetkych zobrazeni Hutchinsonovho zo-
brazenia. V hlavnom programe sa najkor vola funkcia defatm.m, ktorej
tloha spociva vo vybere SIF, ktory dosiahneme zakomentovanim a odko-
mentovanim riadkov v stibore defatm.m. Dalej sa uZ len iteruje, pri¢om
v kazdom kroku sa pouZzije ndhodne jedna z transformacii — to zariadi
funkcia rat.m, momentalne nastavena na rovnaké pravdepodobnosti.

% Randomized system of iterated functions
clear all;

defatm;

np=input (’ Points number: ’);

x=input (’ Starting point: ’);
plot(x(1),x(2),’.°); hold on;

for k=1:np,




x=rat (x) ;
plot(x(1),x(2),’.g°);

end;

print stromcek.eps -f1 -depsc2;

function [vector]=rat(x)

% Randomed affine transform

% Compute next point by affine transform
% with random choice of transformation

% atm - Affine transforms matrix
% m - number of transformations
global atm;

v=[x;11;

m=size(atm,3);
v=atm(:,:,random(’unid’ ,m))*v;
vector=v(1:2,1);

% Affine transforms matrices definition

global atm;

Toloto oo Too o ToTo o

% Papradie %

Tl Tototo o oo ToToe

%[’Papradie’],

f%atm(:,:,1)=[0.7 0 0.1496; 0 0.7 0.2962; 0 0 1];
f%atm(:,:,2)=[0.1 -0.433 0.4478; 0.1732 0.25 0.0014; 0 0 1];
%atm(:,:,3)=[0.1 0.433 0.4445; -0.1732 0.25 0.1559; 0 O 1];
%atm(:,:,4)=[0 0 0.4987; 0 0.3 0.007; 0 O 1];




Toa oo Too foo o

% Strom %

TototoIoo oo to o

[’Strom’],

atm(:,:,1)=[0.195 -0.488 0.4431; 0.344 0.443 0.2452; 0 0 1];
atm(:,:,2)=[0.462 0.414 0.2511; -0.252 0.361 0.5692; 0 0 1];
atm(:,:,3)=[-0.058 -0.07 0.5976; 0.453 -0.111 0.0969; 0 0 1];
atm(:,:,4)=[-0.035 0.07 0.4884; -0.469 0.022 0.5069; 0 0 1];
atm(:,:,5)=[-0.637 0 0.8562; 0 0.501 0.2513; 0 0 1];

Too oo Ios o oo To o To o o

% Sierpinski %

Tooto foto TooTo oo oo foTh
%[’Sierpinski’],
%atm(:,:,1)=[0.5 0 O
%atm(:,:,2)=[0.5 0 0
%atm(:,:,3)=[0.5 0 0
Too oo Tots foth

% List %

Fototofoto ot

%[°List’],
Y%atm(:,:,1)=[0.4 -0.3733 0.3533; 0.06
Y%atm(:,:,2)=[-0.8 -0.1867 1.1; 0.1371
Tololololo o to oo o

% Krystal %

Fototo oo oo to oo o

%[’ Krystal’],

Y%atm(:,:,1)=[0.255 0 0.3726; 0 0.255 0.6714; 0 0 1];
Y%atm(:,:,2)=[0.255 0 0.1146; 0 0.255 0.2232; 0 0 1];
Y%atm(:,:,3)=[0.255 0 0.6306; O 0.255 0.2232; 0 0 1];

; 00.50; 00 1];
.5; 0 0.5 0; 00 1];
.25; 0 0.5 0.433; 0 0 1];




%atm(:,:,4)=[0.37 -0.642 0.6356; 0.642 0.37 -0.0061; 0 0 1];
Do lotototo o oo

% Moje %

ToololoTots foth

%[’Moje’],

Y%atm(:,:,1)=[0.5 0.5 0.25; -0.5 0.5 0; 0 O 1];
Y%atm(:,:,2)=[0.3 0.3 0.35; -0.3 0.3 0.5; 0 O 1];
%atm(:,:,3)=[0.5 -0.5 0.75; 0.5 0.5 0; 0 0 1];
Y%atm(:,:,4)=[0.3 -0.3 0.65; 0.3 0.3 0.5; 0 O 1];

9.5. Implementacia turtle-grafiky v L-systémoch

Aj v tomto pripade je hlavny program turtle.m dost’ jednoduchy. Naj-
prv sa vola funkcia tinit.m, pretoZe je lepSie uchovavat’' rozne L-systémy
(axiémy a pravidla) mimo hlavného programu. Tato funkcia, uvedend niz-
Sie, definuje, ktory L-systém pouZijeme. Dalej, ked sme sa rozhodli, do
akej hibky za¢rieme, sa niekol’konasobne aplikujt pravidla k aktudlnemu
slovu. Je moZné po kazdej iterécii zavolat’ korytnacku funkciou tplot, aby
vykreslila aktualny stav (my sme to pouzivali aZ na zaver).

% Turtle graphic language for prefractal
% definition by formal languages approach
)

tinit;

ni=input(’ Iterations number: )

for k=1:ni,




axiom=aplyrules(axiom) ;
subplot(3,1,k);
tplot (axiom,l,angle);
end;
axis equal;
print retaz.eps -f1 -depsc2;

V nasledujticom skripte tinit.m sa zvoli Ziadany L-systém (odkomen-
tovanim a zakomentovanim vhodnych riadkov). Na konci sa vypocitaja
dizky substituovanych slov, ktoré bude pouZivat’ funkcia aplyrules.m.

global rulel 1L ruleX 1X ruleY 1Y ruleS 1S cangle;

1=1;

Tootototo o Tooo

% Peano %

FoaTotToto foo o

%[’Peanova krivka’]

haxiom=[’L’];

%ruleL=[’L’ )M; ’L’ :P) ’L’ )P; )L;
°/° ?M) 7LJ 7M? )L) )M} IL) )P;
YruleX=[];

YruleY=[];

Y%ruleS=[];

%angle=pi/2;

%hcangle=pi/4;

DootoToto o Toh

% Koch %

T lotoTots foth

)PJ 7L)
o127




%[’Kochova vlocka’]

%axiom=[7LJ ’P’ )P? ’L’ )P) 7P’ ?LJ];

%ruleL=[7L) 7M) 7L7 )P) )P) )L) 7M) 7L)];

%ruleL=[7L) ’PJ )L? 7M7 )M) )L) 7P) ’LJ];

YruleX=[];

YruleY=[];

YruleS=[];

%angle=pi/3;

%cangle=0;

Too o Toto o Too o To o

% Mozaika Y%

Toto o Toto o Joo o To o

%[’Mozaika’]

%axiom=[’L’ M L’ M’ °L’ M’ ’L’];

%ruleL=[,L) ’MJ )S, 7P7 )L) 9L7 7M) )LJ )M, )L) JL) }M) 7L) )S)
% ’M) )L) 7L) ,P) 3S7 )M) 7L3 )L) 7P) ,L) 3P7 )L, )L) 7P)
% L2 8’ p? L L ’L’];

YruleX=[];

YruleY=[];

%ruleS=[’S’ ’gr 2g) Kgr 2go ’S’];

%angle=pi/2;

%hcangle=pi/4;

ToooToto o Too o To o o

% Retiazka Y%

Dot TotoIoo o To o To o o

[’Retiazka’]

axiom=[’L’ Yp2 01 P2 0L P2 ’L’];

ruleL=[’L7 7P? )S] )M’ 7L7 )M’ 7L7 7L? )L] )P’ ?L) 7P3 IS7 IM) )L’];
ruleX=[];




ruleY=[];

ruleS=[’S’> ’S’ ’S’];

angle=pi/2;

cangle=pi/4;

Do o Toto o Toh

% Krik %

TooTotoTots foth

%[’Krik’]

Y%haxiom=[’L"’];

%ruleL=[)M3 7LJ 7P) ’L) 3P) 703 )P) )LJ 7M’ ’L) JM’ )C’
% M2 Q2 °M? L’ P’ L’ P’ ’L> :C)];
YruleX=[];

YruleY=[];

JruleS=[];

%angle=pi/8;

%cangle=0;

1L=max(size(rulel)); % length of L - rule
1X=max(size(ruleX)); % length of X - rule
1Y=max(size(ruleY)); 7% length of Y - rule
1S=max(size(ruleS)); 7% length of S - rule

Funkcia aplyrules zabezpeci, Ze v aktudlnom slove L-jazyka sa vSetky
znaky nahradia podla danych substituénych pravidiel. Postup je jedno-
duchy — do nového vektora znakov sa postupne od zaciatku dopisuja
vzdy na koniec ,substituenty” (samozrejme, vyuZzivame tu vektorovost’
MATLABuU).

function [newword]=aplyrules(word)




% This function applies the rules
% of word iterations
global rulel ruleX ruleY ruleS 1L 1X 1Y 18S;
newword=[]; nwl=0; % initialization of the newword and its actual length
lw=length(word) ;
for kk=1:1w,
if word(kk)==’L’, % application of newL
newword (nwl+1:nwl+lL)=rulelL;
nwl=nwl+1L;
elseif word(kk)==’X’, % application of newX
newword (nwl+1:nwl+lX)=ruleX;
nwl=nwl+1X;
elseif word(kk)==’Y’, % application of newY
newword (nwl+1:nwl+lY)=ruleY;
nwl=nwl+1lY;
elseif word(kk)==’S’, 7 application of newY
newword (nwl+1:nwl+1S)=ruleS;
nwl=nwl+lS;
else J, only rewrite from word into newword
newword (nwl+1)=word (kk) ;
nwl=nwl+1;
end;
end;

Funkcia tplot .minterpretuje turtle-grafiku na zadanom slove. V stilade
s naditanym znakom bud’ kresli alebo sa posuva, ¢ otaca. Ako spraciva
,vetvenia”, rad$ej nebudeme vysvetlovat, to by si mal kazdy zaZit’ sam.

function [tp]l=tplot(word,l,angle);




% This function plots a word written
% in turtle graphics language
global cangle;
point=[0,0];
indo=0;maxindc=0;
plot(point (1) ,point(2),’.’); hold on;
for k=1:length(word),
if word(k)=="L’, % plotting line
plot ([point (1) point(1)+1l*cos(cangle)],...
[point(2) point(2)+1l*sin(cangle)]);
point (1)=point(1)+1l*cos(cangle);
point (2)=point(2)+1l*sin(cangle);
elseif word(k)==’X’, 7 ignore
k=k;
% plotting line
% plot([point(1) point(1l)+l*cos(cangle)],...
% [point(2) point(2)+l*sin(cangle)]);
% point(1)=point(1)+1l*cos(cangle);
% point(2)=point(2)+1l*sin(cangle);
elseif word(k)=="Y’, 7 ignore
k=k;
% plotting line
% plot([point(1) point(1)+l*cos(cangle)],...
% [point(2) point(2)+l*sin(cangle)]);
% point(1)=point(1)+1l*cos(cangle);
% point(2)=point(2)+l*sin(cangle);
elseif word(k)==’S’, % skip to the new position
point (1)=point(1)+1l*cos(cangle);
point (2)=point (2)+1*sin(cangle) ;




elseif word(k)==’P’, ¥, increase cangle by angle
cangle=cangle+angle;

elseif word(k)==’M’, Y, decrease cangle by angle
cangle=cangle-angle;
elseif word(k)==’0’, 7 open branch bracket [

indo=indo+1;
state(indo, :)=[point (1) ,point(2),cangle];
maxindc=maxindc+1;
auxindc (maxindc)=indo;
elseif word(k)==’C’, % close branch bracket ]
point (1)=state(maxindc,1);
point (2)=state(maxindc,?2);
cangle=state(maxindc,3);
maxindc=maxindc-1;
end;
end;
tp=1;

9.6. Znazornovanie Juliovych mnoZin

Na podrobné stidium znazormiovania Juliovych mnoZin sme nemali dost’
¢asu. Tomu zodpoveda vysledok, ktory tu prezentujeme. VyuZzivame stre-
dovid simernost’ Juliovych mnozin. Vidime, Ze to, ¢o bude nakreslené, nie
je Juliova mnoZzina (a dokonca ani zaplnend Juliova mnoZina) — je to len
jej zndzornenie, ako hovori nazov tohoto oddielu. Vychaddzame z toho, ze
v blizkosti bodov Juliovej mnoziny by mali body vel'mi neochotne divergovat’
a prave tieto lenivé body, ktorych trajektérie ani po 200 (sktiste pocet menit)




iteraciach neprekrocia hranicu, zpoza ktorej uz niet navratu, vykreslujeme.
,Lenivost™ overujeme pre kazdy bod zvolenej sietky.

% Drawing the image of Julia set
% J_c = {z_0: lim inf |z_n|< infinity} if
% z_{n+t1}=z_n"2 + ¢
maxr=input (’Maximum of real part of z0: ’);
maxi=input (’Maximum of imaginary part of z0: ’);
mini=-maxi;
c=input(’c: ’);
nr=input (’nr: ’);
ni=input(’ni: ’);
YA
% If |x_n| > |c| + 2, then z_n --> infinity
A
figure(1) ;hold on;
for jj=1:(nr+1),
for ii=1:(ni+1),
iter=0;
z0=(jj-1)*maxr/nr+i* (mini+(ii-1)*(maxi-mini)/ni);
z=z0;
for k=1:200,
iter=iter+1;
z=z"2+cC;
if (abs(z)>abs(c)+2),
break;
end;
end;
if k==200,




plot(z0,°r’);
plot(-z0,’r’);
end;
end;
end;
axis([-maxr maxr -maxi maxil);
print julia.eps -f1 -depsc2;

9.7. Znazornovanie vyrezov Mandelbrotovej mnoZiny

Princip je podobny, ako pri zndzorfiovani Juliovej mnoZiny. Navrhnuté
rozdelenie farieb podla rychlosti divergencie vobec nie je dokonalé, od-
poveda casu, ktory sme tomuto programu venovali. Navyse aj preto, Ze
MATLAB je interpretator, nema zmysel sttazit’s kvalitnej$imi a navyse rych-
lejsimi programami.

% Drawing the image of Mandelbrot set

% M = {c: lim inf |z_n|< infinity} if

% z_{n+1}=z_n"2 + ¢ and z_0=0

P2

minr=input (’Minimum of real part of c: ’);
maxr=input (’Maximum of real part of c: ’);
mini=input (’Minimum of imaginary part of c: ’);
maxi=input (’Maximum of imaginary part of c: ’);
nr=input(’nr: ’);

ni=input(’ni: ’);




%
% If |x_n| > |lc| + 2, then z_n --> infinity
%
figure(1) ;hold on;
for jj=1:(nr+1),
for ii=1:(ni+1),
iter=0;
c=(minr+(jj-1)*(maxr-minr) /nr)+i*x(mini+(ii-1)*(maxi-mini)/ni);
z=0;
for k=1:300,
iter=iter+i1;
z=z"2+cC;
if (abs(z)>abs(c)+2),
if iter < 8,
iter=iter;
% plot(c,’.y’);
elseif iter < 20,
plot(c,’.g’);
elseif iter < 30,
plot(c,’.c’);
elseif iter < 40,
plot(c,’.b’);
elseif iter < 50,
plot(c,’.r’);
else
plot(c,’.m’);
end
break;
end




end;
end;
end;

9.8. Vyuzitie rekurzie na znazornenie Kochovej vlocky

Viaceré obrézky tejto ucebnej pomodcky boli vytvorené v METAPOSTe, ja-
zyku, ktory povodne navrhol D. E. Knuth ako METAFONT, a ktory doplnil
J.D. Hobby o dalsie ¢érty, vratane vystupu do PostScriptu. Rekurzivnu
definiciu makra na vytvorenie Kochovej krivky uviedli v Zpravodaji CSTUG
1/98 P. Sedivy a kol. Rekurziu asi tie? moZeme priradit’ ku formalnym
jazykom (aspoii medzi nami).

% Kochova vlocka
beginfig(13);
path pll;

def spoj (expr n,a,f)=
if n>0:begingroup
save b,c,e;
pair b,c,e;
b=1/3[a,f];
e=2/3[a,f];
c=a rotatedaround (b,-120);
spoj(n-1,a,b);
spoj(n-1,b,c);




spoj(n-1,c,e);
spoj(n-1,e,f);

endgroup;
else: draw a--f;
fi;
enddef;

pickup pencircle scaled 0.1;
z1=(0,60) ; z2=(60,60); z3=(0,0); z4=(60,0);

for k=1 upto 4:
spoj (k,z[k]+(40,0),z[k]1+(0,0));
spoj (k,z[k]+(0,0),z[k]+40%dir60) ;
spoj (k,z[k]+40*dir60,z[k]+(40,0));

endfor;

endfig;

9.9. Urcenie a zndzornenie autokorelacnej funkcie

Na obrézkoch 42 a 43 st znazornené autokorelacné funkcie, pocitané
dvoma réznymi sposobmi. Nasledujtce funkcie realizujt vypocet a vy-
kreslenie autokorela¢nych funkcii pre vstupny vektor x.

function [ace,acm]=powercor(dt,x)
% Determnination of autokorelation function
% using the signal’s x power spectrum




acm=autokorel (x) ;

nx=length(x)-1;
np=floor(length(x)/2);

t=(0:np-2) *dt;

plot(t,acm(1:np-1)); hold on;
ex=sum(x)/(nx+1);

Xe=x-ex;

s=fft(xe);

ace=ifft(abs(s)."2);
plot(t,real(ace(1l:np-1))/(nx+1),’r’);

function [C]=autokorel (x)
% 1 N/2-1
% C_m(x) = --- SUM “x_{i+m} * "x_i
% N/2 i=0
%
% 1 N-1
% "x_i=x_i - Ex, Ex = --- SUM x_i
% N i=0
%
N=length(x); K=floor(N/2);
Ex=sum(x)/N; J Avarage value for x
Hx=x-Ex; % Shifted value “x
for i=0:(K-1),

s=0;

for j=1:K,

s=s+Hx (j)*Hx (j+1);

end;

C(i+1)=s/K;
end;




9.10. Urcovanie korela¢nej dimenzie nameraného signalu

Nasledujtci program je ur¢eny na porovnanie korelacnych dimenzii pri
roznych dimenzidch vnorenia. Rungeho-Kuttovou metédou sa riesi dife-
rencidlny systém, pri¢om v matici L sa zaznamenéavaji hodnoty stavovych
premennych s urc¢itym krokom At. Najprv sa pocita korela¢nd dimenzia
vo fazovom priestore, potom sa metédou ¢asovych oneskoreni pocitaja di-
menzie pre premennu x pri r6znych dimenziach vnoreni. Program zobrazi
vysledky, znadzornené na obrazkoch 47 a 48.

clear all;
Eps=input (’Vektor hodnot epsilon: ’);
A=[sum(1logl0(Eps) .*1ogl0(Eps)),sum(logl0(Eps));
sum(logl0(Eps)) ,length(Eps)];
xv=input (’Zaciatocny vektor: ’);
L(:,1)=xv; nk=input(’Pocet krokov (h=0.01): ’);
h=0.01; t=0; counter=1;
for kk=1:nk,
xv=krok(t,xv,h);
t=t+h;
if (mod(kk,113)==0),
counter=counter+i1;
L(:,counter)=xv;
end
end;




x=L(1,:);
y=L(2,:);
z=L(3,:);
% korelacna dimenzia vo fazovom priestore
ks=korel_suc(L,Eps,2);
rs=[sum(logl0(Eps) .*1og10(ks)) ;sum(loglO(ks))];
coef=pinv(A)*rs, % coef(l) je korelacna dimenzia
figure(2); hold on;
plot([1 4], [coef(1) coef(1)],’r’);
N=size(L,2); NN=N-5;
for k=1:4, % 3 5
Vx(k,1:NN)=x(k:NN+k-1) ;
ks=korel_suc(Vx,Eps,2);
figure(1); hold on;
plot(logl0(Eps),logl0(ks),’0’);
rs=[sum(logl0(Eps) .*1logl0(ks)) ;sum(logl0(ks))];
cx=pinv(A)*rs,
dim(1,k)=cx(1);
end;
figure(2); plot(1:5,dim(1,:),’0’);

V programe sa pouziva funkcia na urcenie korela¢ného stctu

function [ks]=korel_suc(V,Eps,n)

% Urcenie korelacneho suctu vektorov tvoriacich
% stlpce matice V pre hodnoty epsilon, vymenovane
% vo vektore Eps s pouzitim n-normy vektorov

h

[M,N]=size(V); % rozmer vektorov a ich pocet




sn=N*ones (size(Eps)); %sn=zeros(size(Eps));
for k=1:N-1,
for kk=k+1:N,
d=norm(V(:,k)-V(:,kk),n);
for i=1:length(Eps),
if (d<Eps(i)), sn(i)=sn(i)+2; end;
end;
end;
end;
ks=sn/ (N*N) ; %ks=sn/(Nx(N-1));

9.11. PremieSavanie pri Arnoldovom zobrazeni

Obréazok 50 bol vytvoreny pomocou nasledujiceho programu:

clear all;
global symbols colours ik;
colours=[’b’,’m’,’r’]; symbols=[’+’,’x’,’%’];
N=input (’Rozmer sietky: ’);
% zaciatocny obrazok
for i=1:N,
for j=1:N,
if (i/N>=0.15 & i/N<=0.85)...
& (j/N>=0.15 & j/N<=0.85),
if (i>3),
c(i,j)=1;
else




c(i,j)=2;
end;
else
c(i,j)=3;
end;
end;
end;
plotsquare;
k=input (’Kolko iteracii? ’);
for ik=1:k,
for i=1:N,
for j=1:N,
d(i,j)=c(mod(i+j,N)+1,mod(i+2*j,N)+1);
end;
end;
c=d;
if (ik==1),
figure; plotsquare;
elseif (ik==4),
figure; plotsquare;
elseif (ik==15),
figure; plotsquare;
end;
end;

Stcastou programu bola funkcia na vykreslenie aktuélneho stavu stvorca:

global symbols colours;




hold on;
axis(’equal’); axis(’off’);
for i=1:N,
for j=1:N,
plot((i-1)/N, (j-1) /N, [symbols(c(i,j)),colours(c(i,j))1);
end;
end;

Orbitu — 1000 iteracii — jedného za&iatoéného bodu (v/3/3,1/2/2) zna-
zornime programom:

figure(1); hold on; axis(’equal’); axis([0 1 0 1]);
x=sqrt(3)/3; y=sqrt(2)/2; plot(x,y,’ro’);
for i=1:1000,
x=mod (x+y,1) ;
y=mod (x+2*y, 1) ;
if (x==0 & y==0),
g
break;
end;
plot(x,y,’*’);
end;




10. RieSenia uloh

1. Av =M = A*0* = A*v* = Av* = A*v*, pretoze A* = A. °
2. x=Ax = x"=A'x" = "= Ax" pretoze A* = A. °
o _ 1 —2t 1 _1 —2t _ _Zt + 3 —2t
3. x(t)—[_l]e —Z{t{_l]—l—[ 0}}e = 2_1 ¢ -
| -3 -1 t—=1 | o | =3t4+3+t | o | —2t+3 | _y
Ax—[ 1 —1“ —t]e _[ t—1+t]e | o2t-1]° ¢
4. Musiplatit’b > 0. Hurwitzova matica je [ g ? ] atedaAy =a = A, > 0. Nutnou
a postacujticou podmienkou stability je tedaa > 0a b > 0. °
b 1 0 0
. . a 4 b 1
5. Hurwitzova matica je 01 a 4 ,A1=b, Ay =4b—aalA3 = Ay =4ab—
0 0 01
a% — b2. Teda musi platit'h > 0a2 — /3 < a/b < 2+ /3. °




6. Zprvej rovnice stacionarneho bodu In(1 — x, + x3) = 0 ziskavame 1 — x, + x5 = 1

a teda x, = 0 alebo x, = 1. Z druhej rovnice 3 — 4 /x% + 8 xp = 0 dostaneme pre x, = 0

rieSenia x; = =£3, pre rieSenie xp = 1 dostaneme rieSenia x; = *1. Teda systém ma 4
stacionarne body (—3,0)7, (3,0)7, (=1,1)T a (1,1)". Matica prvych derivéaci{ ma tvar

O 2X2712 2 * 1
[ —x1 1_96—21_362 ] , ateda J= |: —x(’)k/3 i24/_3 :|
2 2 1
V248xy /X481

*
a charakteristicky polyném matice J je A? + %l)\ 4F % (2xp —1). Podmienkou stability je

v tomto pripade kladnost’posledného koeficienta. Na zéklade vety o prvom pribliZzeni st
teda stacionarne body (1,1)” a (—3,0)7 stabilné, body (—1,1)” a (3,0)” st nestabilné.
[ ]




7. Najprv pouzijeme metdédu prvého priblizenia. Pre Jacobiovu maticu dostdvame
charakteristicky polyném A2 +2A — 3 —ab.Preab < —3je teda nulové riegenie systému
asymptoticky stabilné, pre ab > —3 je nestabilné. Nejasna ostava situdcia na hyperbole
ab = —3. Zvolme na nej jeden bod (napr. (a,b) = (1, —3)) a poktsme sa ur¢it’stabilitu
nulového rieSenia. (VyskiiSajte pouzit'numerické rieSenie!) Dostavame systém

X1 =x1+x 43,
Xp = —3 (X1 +x3) — x%.

Ten by bol ovela jednoduchsi, keby bolo x; = —x;. A mame $tastie! Skuto¢ne jednou
z tried rieSeni systému je x1(t) = —1/(t +c) = —x,(t), kde ¢ je konstanta. Ak by sme
uvazovali ¢ > 0, tak potom pri narastajicich hodnotach ¢ rieSenie konverguje k bodu 0.
Ak v8ak zvolime ¢ = —105, pri t = 0 bude x(0) = (107, —107%)7, ale pri rasttcom t sa
bude riesenie od bodu 0 vzdalovat! Je zrejmé, Ze vhodnou volbou ¢ sa méZeme dostat’
do I'ubovolného okolia bodu 0 v ¢ase t = 0 a potom sa od neho vzdalovat. To svedéi o
nestabilite nulového rieSenia. o

8. RieSenim podmienkovych rovnic staciondrneho bodu sa presved¢ime, Ze jediné sta-
cionarne rieSenie je nulové rieSenie. V metdde prvého priblizenia dostdvame charakte-
risticky polyném Jacobiovej matice rovny A2 45 A, pre ktoryje Ay = —5a Ay = 0. Tedana
zaklade Ljapunovovej vety rozhodntit'nevieme. DokaZeme, Ze funkcia V(x) = 6 x3 + x3
je silna Ljapunovova funkcia a teda nulové rieSenie je asymptoticky stabilné:

Vx(t)] = 12x1[—3%1 + x2 — x3] + 2xp[6x1 — 2x5] = —12x] — 4[3x1 — x]2 < 0.

. " . " ) 2 ,
9. a)niejemozné; b)niejemozné; o) i = (x*-1)7; d)it=x—x o




10. Jediny staciondrny bod x = 1, ktory je repeler (bod x = —1 nepatri do stavového
priestoru rovnice). o

11. [ trieda: a), g) — nemaju stacionérne body a f' > 0; 1L trieda: b), e), h), i) — maja
jeden stacionarny bod, ktory je Sunt; IIL trieda: ¢), f) — majt nekoneéne vela stacionar-
nych bodov, striedajucich sa repelerov a atraktorov;  IV. trieda: d) — mé nekoneéne vela
staciondrnych bodov, Suntov. o

12. Vzhladom na tvar matice bude %, = 0 a teda hodnota x;(t) = x,(tp), ostavame
stale v rovnakej vzdialenosti od osi x1. KedZe %1 = x, budu v hornej polrovine (x; > 0)
hodnoty x1 narastat, bude na tejto Casti orientacia trajektorii zlava napravo; v dolnej
polrovine budd hodnoty x; klesat’a na tejto ¢asti bude orientacia trajektorii sprava
nalavo. .

13. Urob si sam. Metéda Rungeho-Kuttova je uvedena v programovej prilohe. o

14. Vzhladom na ¢asovi néro¢nost’zaradenia portrétov do uc¢ebnej pomocky, musite
si poradit’sami (pozri Rungeho-Kuttovu metédu v programovej prilohe). o




15. RieSenieje podobné ako v rieSenom priklade. Prva rovnica ma vSak dva stacionarne
body p = 0 a p = 1. Jej fazovy portrét vyzera nasledujiicim sposobom:

_ © _ @
0 1
Teda bod 0 bude atraktorom, jednotkova kruznica bude nestabilnym limitnym cyklom

— repelerom, teda od nej sa budd trajektérie odvijat’smerom von alebo dnu.

Ststava bude mat’tvar:
X1 =x1 w/x%+x%—x1 — Xy,

J'CQZXZ\/X%-FX%—FJQ—X}

16. Navod: staci napisat’v poldrnych siradniciach rovnicu pre p takd, aby mala dva
(tri, . .. ) kladné singularne body. o

17. Prezradime len vysledné rovnice, ku ktorym by ste sa po substitticii x; = p cos ¢,
xp = p sin@ mali dopracovat’ p = p(a — (7p2) ap = —a—op> Interpretujte tieto
rovnice. °

18. Uzavreté trajektorie predstavuju periodické kmity s vykyvmi z intervalu (—, 77),
teda nedosahujticimi hornu staciondrnu polohu. Neuzavreté trajektorie odlisné od se-
paratrix predstavuju predstavuji tplnt rotaciu kyvadla. Separatrixy sa vlastne tiez
neuzavreté trajektorie, ktoré pozostavaji z nestabilnych stacionarnych bodov, odpo-
vedajtcich hornej tvrati a z kriviek, ktoré predstavuju trajektérie kyvadla, ktoré sa
odchylilo z hornej nestabilnej rovnovaznej polohy s nulovou rijchlostou a za nekonecny cas
(pozri ( b )) sa dostane znovu do hornej tivrate. °




19. Urob si saim. Odportcame Startovat'numericky vypocet z rdznych bodov na klad-
nej poloosi x;: napr. v bodoch (0,0.2), (0,0.7), (0,1.5), atd". o

20. Zvolte si nejaké parametre a experimentujte so zaciatoénymi hodnotami. Napri-
klad Van der Polova rovnica pre hodnoty a = 1,b = 1 a c = 1, pri dvoch r6znych zacia-
to¢nych vektoroch (0,0.1)T a (0,5)T m4 fazové trajektorie zndzornené na obrazku 59.
Svedcia o existencii limitného cyklu. o

21. Urob si sdm. Pridajte ku rovniciam na pravt stranu periodicki zlozku, modelujicu

vonkajsie fluktuacie, podobne ako sme to urobili v pripade Duffingovej rovnice. o
22, V(x1, %) = —2(2x3 +23)(x3 +x3)? < 0. .
23. Pri p = 0 chybajti nelinedrne ¢leny, preto je bod 0 stred. o

24. Vsimnime si, Ze jedna vlastna hodnota matice je vzdy rovna —1 < 0. Druh4 je
rovna p. Podla tabulky 1 vidime, Ze pri u < 0 bude bod 0 stabilny uzol a pri u > 0 to
bude sedlo. Pri u = 0 znazornite fazovy portrét samostatne. o

25. To snad zvladnete sami! °




| | | | |
3 -2 -1 0 1 2 3

Obr. 59: Fazové trajektorie rieSeni Van der Polovej rovnice




26. Najprv sporom dokaZeme, Ze prdzdna mnoZina je otvorena aj uzavretd. Predpo-
kladme, Ze prazdna mnoZina nie je otvorena. Potom existuje taky jej bod, ktory nie je
obsiahnuty v Ziadnej otvorenej podmnozine X. Je zrejmé, Ze taky bod neexistuje (preco?)
a to je spor. Teda prazdna mnozina je otvorend. Predpokladajme teraz, zZe prdzdna mno-
Zina nie je uzavreta. Teda existuje takd konvergentna postupnost’jej bodov, ktorej limita
do nej nepatri. Ale Ziadna postupnost’ podov prazdej mnoZziny neexistuje (preco?) a to
je spor. Teda prazdna mnozina je uzavretd.

Dalej ukézme, Ze celd mnozina X je otvorena a uzavreta zaroven. Vezmime I'ubo-
volny prvok x mnoziny X. KedZe G;(x) C X (overte to!), mnoZina X spolu so svojim
lubovolnym prvkom obsahuje aj nejaké jeho otvorené okolie. Preto je mnozina X ot-
vorend. Dalej vezmime Iubovolnt konvergentnt postupnost’ prvkov X. Jej limita na
zaklade definicie konvergencie patri do X a teda X je uzavreta. o

27. Overte, Ze rieSenim st aj dve nasledujice linearne zobrazenia, reprezentované
maticami A; a Ay. Vysvetlite ich geometricky zmysel.

-1 0 0 -1
w=[% ] a-[a ]

28. Rotacia o uhol « proti smeru hodinovych ruci¢iek je v R? reprezentovana maticou

R(x) = cosa —sma } . Vezmime dva vektory x; = (1,0)T ax, = (1,1)T. Overte,
sinad cosa

7e plati dq(x2,x1) = deo(x2,%1) = 1. Pre obrazy y; = Rx; = (cosa,sina)’, y, =

Rx; = (cosax —sina, cos a —sin )T platidy (o, y1) = | sina| + | cos & adoo (y2, y1) =

max(|sin«l, | cos af). Je zrejmé, Ze tieto hodnoty st rdozne od 1 s vynimkou uhlov, ktoré

st nasobkami 77/2. o




29. Dokéazeme najprv, ze x5 > 1/2: x5 =2r/(1+2r) =1-1/(14+2r) >1-1/(1+
1) = 1/2. Dalej plati: A(x}) =r(1—2[1/2 —x3|) =r(1+2(1/2 — x3)) =r(2 — 2x3)) =
2r(1/(1+2r)) = x3. .

30. Overte, ze x* = 2r/(1 + 4r?) je hfadany pevny bod, pri¢om plati A(x*) = 4r2 /(1 +
4r?) > 1/2. .

31. Vsimnite si, e pre hodnotu r* plati: AB/(1/2) = 1/2. Zostavte tito rovnicu
(3 — 1*2 +1/8 = 0) a vyrieste ju. o

32. Stadisi véimnut, e vetky useky grafov funkcif A(x), A% (x) a AB!(x) st strmsie

ako os y = x a teda vSetky body st nestabilné repelery. o
5 FA" @) = () - (F())+3- 1) 1) - £ (F()) + f/(F(x)) - f(x) a
preto
2
o _ ) (f0) 3 [f”(f(x>)] 2 {f”’(x) 3 [f"(x) 2}
* {f’(f(x)) 2 (7w | VO’ U 2 e

Zvysok dokazu je zrejmy. o




34. UvaZzujme 4 stabilné pevné body f#, ktoré vznikni po bifurkécii a ozna¢me ich
xi—x}. Dalej oznaéme f(x}) = x};. Plati

) = FA(F() = F(FH D) = £(d) = 1.

Teda x7; je jeden zo Styroch uvazovanych bodov. NemozZe to byt'bod xj, pretoZe to by
bol zaroven pevnym bodom zobrazenia f, ktory je vSak uz pre ttito hodnotu r nestabilny.
Ozna¢me teda x5 = x};. Dalej uvazujme bod x5, = f(x}). Aj pre neho sa da ukazat,
Ze je jeden zo Stvorice uvazovanych bodov. AvSak nemdZze to byt bod x, pretoZe by
tak vznikol cyklus s periédou 2. LenZe pre ttto hodnotu r uz taky cyklus nemoéze byt’
stabilny, ¢o je v rozpore so stabilitou uvazovanych bodov. Samozrejme to nemdze byt’
ani samotny bod x3. Ozna¢me teda x} = x3; a uvazujme bod x3; = f(x}). Rovnako ako
predtym moZeme konstatovat, Ze je to pevny bod zobrazenia fl*. Nemoze to byt’ X3
ani x; (vznikol by cyklus s periédou 2). Ak pripustime, Ze to bude bod x7, ukaZe sa, Ze
v tom pripade body x7, x5 a x5 vytvoria cyklus s periédou 3. Ale to je v rozpore s tym,
Ze jeden z tychto troch bodov by mal byt’ f(x}). Preto musi byt’ x5, = x}. Nakoniec je
zrejmé, ze f(x5) = fP(x3) = fBl(x}) = f¥(x}) = x%, o dokazuje vytvorenie cyklu
X]=x3—-X3-x;—X] s periédou 4. o

35. V Cantorovej mnoZine m6Zeme poskladat’ mnozinu z dvoch casti, trojndsobne
zmenSenych. Preto
_ logN _ log2
~logl/r log3

Hoci je dimenzia samozrejme mensia ako 1, do nuly to mé este dost’daleko. o

~ 0.6309.




36. Vychadzame z toho, Ze pri zmenseni r = 1/4 bude nasledujtci predfraktal zloZzeny
z N = 4 kusov predchadzajticeho. Preto je

~ logN  log4

~logl/r log4
Teda vysledny fraktal bude mat’dimenziu podobnosti rovnu 1. °
37. Zial, neviem, ktoré pobreZie v ktorom atlase Vas zaujalo. °

38. Pri zmenSeni r = 1/2 bude nasledujtci predfraktdl zlozeny z N = 3 kusov
predchadzajtceho. Preto je

logN  log3

= logl/r = Tog2 ~ 1.5850.

Teda vysledny fraktal bude mat’dimenziu podobnosti rovnt priblizne 1.585. °
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Obr. 60: 3 iteracie SIF pre Sierpifiskeho trojuholnik

39. Su potrebné tri kontraktivne zobrazenia podobnosti s koeficientom r = 1/2.

12 0] [0
T = | /0 1/2_x+_0]

12 0] [1)2
Tolx) = | /o 12 | *1| /0}

12 01 [ 1/4
T3(x) = - /O 1/2_x+_\/§/4}

Zobrazenie Hutchinsona (pozri oddiel 4.2.3) definujeme teraz ako
T(E) =T1(E)UT(E)UT3(E), Ee€Kk,

kde K je mnoZzina kompaktov na R?.
Prvé tri iter4cie SIF sti zndzornené na obrazku 60. °




40. Nech p(x) = ¢, ked x € (a,b). Plati

1:P(x€]R)=/<>O p(x)dx:/abp(x)dx:/abcdxzc(b—a),

odkial ¢ = 1/(b — a). Dalej

xZ]h bV —a®>  a+b
. 2(b—a) 2
41. Hladké diary na obrazku 61 zhora dolu odpovedaji mocninovym signalom. e

42. Vidime, Ze autokorela¢né funkcie ndhodného, resp. chaotického signalu vyzeraja
ako Sum, v pripade mocninovych funkcif sti funkcie, zobrazené na obrazku 62, hladké

a monotdnne klesajtce. o
43. S$=0-1-010101010101 atedac(S) =2+1 = 3. .
44. S=0-001-10-100-1000-101 atedac(S) =5+1=6. o

45. ,Urob si sim”, obrazok zavislosti LZ-zloZitosti od parametra v pripade logistic-
kého zobrazenia néjdete v knihe ( b )- o




46. Na zobrazenie 1000 iteracii v Matlabe napiSeme: figure(1); axis([0 1 0 11);
x=sqrt(3/2); y=sqrt(2)/3; plot(x,y,’ro’); for i=1:1000, x=mod(x+y,1);

y=mod (x+2*y,1); plot(x,y,’*’); end;. Na obrazku 63 je zndzorneny vysledok.
Vzhladom na aritmetiku pocitaca sa zobrazenie dostalo po 106 krokoch do bodu (0, 0),
ktory je stacionarny. Pri pocitani s presnymi ¢islami by sa proces nezastavil. o

dix) _ (p) _poe"" . , , _c_ P
47. KedZe plati —* % — m = g integrovanim dostavame (x) = C — -

Dosadenim ¢t = 0 do rieSenia ur¢ime konstantu C a ziskame vysledny tvar zavislosti

strednej hodnoty (x) od ¢asu. o
48. - -

Y s"AP(n—1,t) = |P(-1,t) =0| = Y s"AP(n—1,t) =

n=0 n=1

o0 o0
sA Z " 1P(n—1,t)=sA Y s"P(n,t) =sAG(s,¢t)

n=0
G & BP (n,t) & )
ateda a5 = nzo Z s"A[P(n—1,t)—P(n,t)] = A(s —1)G(s, t) nazaklade
rovnice (137) Casti 8.2. 2 °
00 _ n
49. KedZe G(s,0) = 1, plati G(s, t) = e} "Dt = ) A-—DH" .

|
=0 n:
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Obr. 61: Vykonové spektra a ich logaritmy pre ndhodny a mocninové sig-
naly
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Obr. 62: Autokorela¢né funkcie mocninovych funkcii
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Obr. 63: Orbita zatiatoéného bodu (xo, yo) = (v/3/3,v/2/2)
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